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I. 

Die Frage nach den Ursachen der allgemein angenommenen un- 
bedingten Zuverl~issigkeit der klassichen Mathematik ist durch die 
kritischen Grundlagen-Untersuchungen der letzten Jahrzehnte, 
insbesondere aber durch B r o u w e r s System des ,,Intuitionismus", 
erneut aufgerollt worden. Das Bemerkenswerte dabei ist, dab diese, 
an und fiir sich philosophisch-erkenntnistheoretische Frage, im l~e- 
griffe ist, sich in eine mathematisch-logische zu verwandeln. Die 
scharfe Formulierung der Mii~st~inde in der klassischen Mathematik 
dutch B r o u w e r ,  die exakte und ersch~Spfende Beschreibung ihrer 
Methoden (der guten und der b/Ssen) dutch R u s s e 11, und die 
yon H i 1 b e r t geschaffenen Ans~itze zur mathematisch-kombinato- 
rischen Untersuchung dieser Methoden und ihrer Zusammenh~inge - -  
diese drei wichtigen VorstiSfle im Gebiete der mathematischen Logik 
haben es mit sidx gebracht, daf~ heute in den Grundlagenfragen 
immer mehr eindeutige mathematische Fragestellungen und nicht 
Geschmacksunterschiede zu untersudlen sind. 

Da die anderen Referate sowohl den durch B r o u w e r  ab- 
gegrenzten Bereich der unbedingt und ohne jede Rechtfertigungsnot- 
wendigkeit zuverl/issigen, ,,intuitionistischen'" oder ,,finiten" Be- 
griffsbildungen und Beweismethoden, als auch die R u s s e 11 sche, 
und in Anlehnung an ihn yon seiner Schule weitergefiihrte, formale 
Kennzeichnung des Bestandes der klassischen Mathematik ersch~pfend 
behandeln, brauchen wir auf diese nicht ni/her einzugehen - -  obwohl 
ihre Kenntnis selbstverst/indlich die unerl~if~liche Voraussetzung zum 
Verst~indnis der Zweckm~if~igkeit, der Tenden~ und des modus pro- 
cedendi der H i 1 b e r t schen Beweistheorie ist. Wir  w.enden uns 
vielmehr sofort der Beweistheorie zu. 

Ihr Grundgedanke ist dieser: Auch wenn die inhaltlichen Aus- 
sagen der klassischen Mathematik unzuverl~issig sein sollten, so ist 
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es doch sic.her, daiS die klas~ische Mathematik ein in sich geschlosse- 
nes, nach f eststehenden, allen Mathematikern bekannten Regeln vor 
sich gehendes Verfahren involviert, dessen Inhalt ist, gewisse, als 

�9 * c, ~ cc ,,rlchug oder ,,bewlesen bezeidmete, Kombinationen der Grund- 
symbole sukzessiv aufzubauen. Und zwar ist dieses Aufbauverfahren 
sicher ,,finit" und direkt konstruktiv. Um sida den wesentlichen 
Unterschied klarzumachen, der zwischen tier u. U. unkonstruktiven 
Behandlung des ,,Inhalts" der Mathematik (reelle Zahlen u. ~i.), 
und der immer konstruktiven Verkniipfung ihrer Beweisschritte be- 
steht, vergegenw~irtige man sich' das folgende Beispiel: Es liege ein 
klassisda-mathematischer Beweis d.er Existenz einer reellen Zahl x 
mit einer gewissen, recht komplizierten und tiefliegenden Eigen- 
schatt E (x) vor. Dann kann es vorkommen, daiS man diesem Be- 
weise in keiner Weise ein Verfahren entnehmen kann, ein x mit 
E (x) zu konstruieren (wir geben gleich ein Beispiel hierfiir an); 
demgegeniiber k6nnte man natiirlich, wenn der Beweis die Konven- 
tionen des mathematischen Schlieflens irgendwo verletzen sollte, 
d. h. wenn in ihm ein Fehler existierte, diesen Fehler durch ein 
endliches Probierverfahren sicher finden. D. h.: Die Behauptung 
eines klassisch-mathematischen Satzes liiist sich nicht immer finit 
(d. h. iiberhaupt) kontrollieren, wohl aber der formale Weg, auf 
dem man zu ihr gelangt. Will man also die klassische Mathematik 
in bezug auf ihre Zuverl~issigkeit priifen, was prinzipiell nur durch 
Zuriidifiihrung auf das a priori zuverl~issige finite System (d. i. 
das B r o u w e r sche) m/Sglich ist, so daft  man nicht ihre Aussagen 
untersuchen, sondern ihre Beweismethoden. Sie ist als ein kombi- 
natorisches Spiel mit  den Grundsymbolen aufzufassen, und es ist 
kombinatorisch-finit festzustellen, zu welchen Kombinationen der 
Grundsymbole ihre, ,,Beweis" genannten, Aufbaumethoden fiihren 
k/Snnen. - -  

Wir hoten noda das Beispiel eines ni&tkonstruktiven Existenz- 
beweises nach. Sei [ (x) eine yon o bis ~ lineare, yon -~r bis ~ lineare, und 

OO 
o ~ E2/ '1  

von ~ bis I lineare Funktion, usw. sei J (o) = -  I, f (~) = -- 2~ ' 
OO 

/ $ 9  
I 

2 .~  n--  ~, [ (I) = I. Dabei ist t ,  so definiert: wenn 2 n Summe 
2 n  

I 

von zwei Primzahlen ist, so ist e, = o, sonst t ,  = I. Offenbar ist f (x) 
stetig, und an jeder Stelle x beliebig genau effektiv berechenbar. 
Wegen ~ ( o ) < o ,  [ (I) > o existiert ein x mit [ (x) = o in o ~ x ~ i 
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(man erkennt, dafaf sogar ~ ~ x ~ ~ ist). Trotzdem wiirde die Angabe 
einer Wurzel mit einer Genauigkeit < ~ auf groffe, beim heutigen 
Stande der Wissenschaft nicht iiberwundene Schwierigkeiten stoffen: 
denn sie w~irde nach sich ziehen, daft mar/ mit Bestimmtheit die 
Existenz einer Wurzel < ~ bzw. > ~ voraussagen k6nnte (je nachdem, 
ob der N/iherungswert ~ �89 oder ~ ~ ist). Ersteres schl/Ssse f (~) < o, 
f (~ ) - -o  aus, letzteres f ( f ) : o ,  f ( ~ ) > o ;  d. h. ersteres den Fall, daft 
alle ~, mit ungeradem n verschwinden, aber nidat alle mit geradem n, 
letzteres den umgekehrten. D. h. wir h~itten bewiesen, daft die be- 
kannte Goldbachsche  Vermutung (wonach jedes 2n Summe zweier 
Primzahlen ist), falls sie nicht allgemein zutrifft, schon fiir ungerade n 
versagen muff, bzw. schon fiir gerade n. Und diesen Beweis kann 
heute noch kein Mathematiker erbringen (weder f~irs erste, noch fiirs 
zweite) ~ als kann auch keiner die L6sung von f (x) = o genauer 
als mit dem Fehler ~ bestimmen. (Mit dem Fehler ~ ist �89 ein N/iherungs 
wert: denn die Wurzel liegt in L 3, d. h. �89 �89 - -  

II. 

Die Aufgaben, die die H i I b e r t sche Beweistheorie zu 1/Ssen hat, 
sind somit die folgenden: 

i. Alle Symbole, die in Mathematik und Logik Verwendung 
finden, aufzuz~ihlen. Sie sollen ,,Grundsymbole" heiffen. Unter ihnen 
kommen u. a. die Symbole --,  -~- (die die ,,Negation" und die 
,,Implikation" vertreten) vor. 

2. Alle Kombinationen dieser Symbole, welche die in der klassi- 
schen Mathematik als ,,sinnvoll" bezeichneten Aussagen vertreten, 
eindeutig zu kennzeichnen. Sie sollen ,,Formeln" heiffen. (Man 
beachte: nur ,,sinnvoll", nicht etwa auch ,,richtig". I + i = 2 ist 
sinnvoll, aber auch i + i ~ i, ganz unabh~gig  davon, daft das 
eine richtig, das andere falsch ist. Sinnlos ist z. B. i + -~- = i, oder 

3. Es ist ein Konstruktionsverfahren anzugeben, das sukzessiv 
alle Formeln herzustellen gestattet, welche den ,,beweisbaren" Be- 
hauptungen der klassischen Mathematik entsprechen. Dieses Verfah- 
ren heiffe darum ,,Beweisen". 

4. Es ist (finit-kombinatorisch) zu zeigen, daff diejenigen Formeln, 
welche finit kontrollierbaren (nachrechenbaren arithmetischen) Be- 
hauptungen der klassischen Mathematik entsprechen, dann und nur 
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dann nach 3. bewiesen (d. h. konstruiert) werden k~Snnen, wenn das 
soeben erw~ihnte wirkliche ,,Nachredmen" der ihnen entsprechenden 
mathematischen Behauptungen die Richtigkeit derselben ergibt. 

Sind x.m 4. gesichert, so steht damit die absolute Zuverl~issigkeit 
der klassischen Mathematik fiir den folgenden Zweck lest: als ab- 
kiirzende Methode zur Beredmung arithmetischer Ausdriicke, bei 
welchen das elementare Ausrechnen zu umst~indlich w~ire. Da sie 
aber immer in diesem Sinne auf die Erfahrung angewandt wird, ist 
damit die Erfahrungstatsache ihrer Zuverl~issigkeit in hinreichendem 
Mafle erkl~irt. 

Nun ist zu beachten, dab I.m3. nach den Arbeiten R u s s e 11 s 
und seiner Schule heute gar keine Schwierigkeiten mehr enthalten: 
Die durch I . - -  3. nahegelegte Formalisierung der Mathematik und 
Logik kann auf viele verschiedene Weisen geleistet werden. Das 
eigentliche Problem ist 4. 

Bei 4. ist nun folgendes zu beachten: Wenn das ,,effektive Nach- 
rechnen" einer numerischen Formel deren Richtigkeit ergibt, so l~iflt 
sic.h dies in einen formalen Beweis dieser Formel verwandeln, falls 
I . - -  3. die klassische Mathematik wirklich ersch/Spfend wiedergeben. 
Das Kriterium in 4. ist also sicher notwendig, und nur die Hin- 
reichendheit ist zu priifen. Ergibt nun bei einer numerischen Formel 
das ,,effektive Nachrechnen" deren Unrichtigkeit, so besagt dies, 
dab man aus ihr eine Beziehung p = q ,,errechnen" kann, in der 
p, q zwei verschiedene, effektiv gegebene Zahlen sind. Wie vorhin, 
erg~ibe dies einen formalen Beweis (nadl 3.) ffir p ~ q. Man erkennt 
leicht, dab hieraus ein Beweis yon i---~ 2 gewonnen werden kann. 
Das einzige also, was wir zeigen miissen, um 4. sicherzustellen, ist 
die formale Unbeweisbarkeit yon I ~ 2 m diese eine spezielle un- 
richtige numerische Beziehung geniigt es zu untersuchen. 

Die Unbeweisbarkeit der Formel i ~ 2 durch die Methoden yon 
3. wird als ,,Widerspruchsfreiheit" bezeichnet. Das eigentliche Pro- 
blem ist also der finit-kombinator~che Beweis der Widerspruchsfrei- 
heir. 

III. 

Um die Ans/itze zum Widerspruchsfreiheitsbeweise andeuten zu 
k~innen, miissen wir das Verfahren des formalen Beweisens (nach 3.) 
etwas n~iher erl~iutern. Es wird folgendermaf~en definiert: 

31, Gewisse Formeln heii~en Axiome, sie sind in eindeutiger und 
finiter Weise gekennzelchnet. Jedes Axiom gilt als bewiesen. 
9 Erken~atnls II 
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32. Sind a, b zwei sinnvolle Formeln, und sind a und a - ~  b beide 
schon bewiesen, so ist auda b bewiesen. 

Man beachte: 31, 3~. erlauben wohl, alle beweisbaren Formeln 
sukzessiv aufzustellen, aber der Proz~fl ist nie zu Ende, und sie ent- 
hahen kein Verfahren, um von einer gegebenen Formel e zu ent- 
scheiden, ob sie beweisbar ist. Denn es ist nicht zu iibersehen, welche 
Formeln sukzessiv bewiesen werden miissen, um sdaliefllida e zu be- 
weisen: es kSnnten viel kompliziertere und ganz anders gebaute 
Formeln darunter sein, als e selbst. (Jeder, der z. B. die analytische 
Zahlentheorie kennt, weifl, wie sehr mit dieser MSglidakeit gerade 
in den schSnsten Kapiteln der Mathematik zu redmen ist.) Das Pro- 
blem, durch ein (natiirlich finites) allgemeines Verfahren die Beweis- 
barkeit irgendeiner gegebenen Formel zu entscheiden, ist ein viel 
tieferes und schwierigeres, als das hier  behandelte: es ist das sog. 
Entscheidungsproblem der Mathematik. 

Es wiirde zu weit fiihren, die Axiome anzugeben, die in der klas- 
sischen Mathematik Verwendung linden. Zur Kennzeichnung geniige 

folgende~: Es sind unendlich viele Formeln, die als Axiome anzu- 
sehen sind (so ist z. B. bei unserer Definition eine jede der Formeln 
i ~ I, z ~ 2, 3 ~ 3 . . . .  Axiom), aber sie entstehen durch Einsetzung 
aus endlich vielen Schemen. Diese sind so gebaut: ,,Wenn a, b, c 
irgendwelche Formeln sind, so ist (a - ~  b) -~- ((b - ~  c) -~- (a - 9  c)) 
Axiom", u. ~. 

Wiirde es nun gelingen, eine Klasse R yon Formeln anzugeben, 
derart, dat~ 

a) Jedes Axiom zu R gehSrt, 
3) Mit a und a -~- b jedenfalls auda b zu R gehSrt. 
y) i = z nicht zu R geh/Srt, 

so w~ire die Widerspruchsfreiheit erwiesen: denn offenbar miiflte nach 
a), 3)jede bewiesene Formel zu R gehSren, nach y) also r ~ z unbe- 
weisbar sein. Indessen ist an das Angeben einer solchen Klasse R 
heute nicht zu denken: diese Aufgabe bietet Schwierigkeiten, die 
mit denjenigen des Entscheidungsproblems vergleichbar sind. 

Die folgende Bemerkung leitet indessen yon hier zu einer be- 
deutend einfacheren Aufgabe hiniiber: Wenn unser System wider- 
spruchsvoll w~ire, so g~ibe es einen Beweis yon I ~ z. Bei diesem Be- 
weise kSnnen nur endlich viele Axiome Verwendung gefunden 
haben, ihre Menge heine ~ .  Dann ist also bereits das Axiomen- 
system SIR widerspruchsvoll. Somit ist das Axiomensystem der klas- 
sischen Mathematik gewit~ widerspruchsfrei, wenn es jedes endliche 
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Teilsystem auch ist. Und dies ist nach dem obigen gewi~ der Fall, 
wenn wir zu jeder endlichen Menge 99l yon Axiomen eine Formel- 
klasse R~ angeben k~Snnen, die die folgenden Eigenschafien besitzt: 

a) Jedes Axiom aus 9"A gehSrt zu R~. 
if) Mita  und a -~- b geh/Srt auch b zu R~. 
7) x = 2 gehSrt nicht zu R~. 
Hier ist gar keine Verwandtschaf~ mit dem (viel zu schwierigen) 

Entscheidungsproblem vorhanden, denn R~ h~ingt von 9~ ab, und 
sagt nichts fiber Beweisbarkeit schlechthin (mit Hilfe aller Axiome) 
aus. 

Es ist selbstverst~indlich, datg fiir R~ eine effektive, finite Kon- 
struktion (fiir jede effektiv gegebene endliche Axiomenmenge 99l) 
zu fordern ist; und daf~ die Beweise yon a), ~), y) auch finit sein 
miissen. - -  

Der gegenw/irtige Stand der Dinge ist dadurch gekennzeidmet, 
daf~ die Widerspruchsfreiheit der klassischen Mathematik immer noch 
unbewiesen ist, dagegen dieser Beweis ffir ein etwas engeres mathe- 
matisches System bereits geglfickt ist. Dieses ist mit einem System 
eng verwandt, welches W e y 1 vor der Aufstellung des intuitio- 
nistischen Systems vorgeschlagen hat; dasselbe geht wesentlich 
fiber den intuitionistischen Rahmen hinaus, ist abet enger als die 
klassische Mathematik. (Literaturverweise findet der Leser z. B. in 
W e y I s Artikel fiber die ,,Philosophie der Mathematik" im Hand- 
buch der Philosophie, Oldenbourg, Mfinchen). Dadurch hat H i 1- 
b e r t s  System die erste KraPcprobe bestanden: die Redatfertigung 
eines nicht finiten und nidat rein konstruktiven mathematischen 
Systems ist mit finit-konstruktiven Mitteln geglfickt. Ob es gelingen 
wird, diese Rechtfertigung am schwierigeren und wesentlicheren 
System der klassischen Mathematik zu wiederholen, wird die Zu- 
kunt~ lehren. 

9** 


