
664 SCItRODINGER; Der stetige Ubergang 

v o n d e r  Achse nur  einen Betrag yon 0 " , i 8  er- 
reicht und dem EINSTEINeffekte entgegengesetzt 
ist, so dab die Resultate yon CAMPBELL nicht 
dutch denselben beeintr~chtigt werden. Ich muI3 
nur hinzuffigen, dab der EinfluB der verschiede- 
hen Tubusla.nge anf die Verzeiehnung hierbei 
nicht in Betracht gezogen wurde. 

Aber auch be~ der Ausmessung der Plat ten 
unter Einstellung mit  einem Fadenkreuze kann 
das Vorhandensein des Koronarlichtes auf der 
einen Platte eine Fehlerquelle bedeuten. Bei der 
Ausmessung yon R6ntgenspektrographischen Plat- 
ten hat BKCKLIN im Inst i tute  yon SIEGBAttN 
den Effekt des unsymmetrisehen Kontrastes be- 
obachtet und beschrieben. Die Folge desselben 
ist, dab das Messungsresultat eine falsehe Ver- 
schiebung der Spektrallinie in der Richtung des 
helleren Teiles des Hintergrundes angibt. Dieser 
Kontrasteffekt mug also be~drken, dab das Ko- 
ronarlicht eine falsche Verschiebung des gemesse- 
nen Sternbildes in der Richtung yon der Sonne 
weg zur Folge hat, w~hrend wahrscheinlich richtig 
auf das Vergleiehsbi-ld eingestellt werden kann, 
da dasselbe nicht in der geschw/irzten Schieht 
eingebettet Iiegt. Ob aber diese Verschiebung 
yon einer solchen Gr613enordnung ist, dab sie in 
Betracht kommt, l~f3t sich nicht vorhersagen. 

AuI alle F~tlle erfordert eine m6glichst diffe- 
renfielle Messung, dab die zu vergleichenden 
Photographien mit  Expositionszeiten, die m6g- 
lichst gleiche Sternbilder geben, auf einer und der- 
selben Platte aufgenommen werden, welche zwi- 
schen den Aufnahmen ein wenig um die Achse des 
Objektives in bezug auf das Feld gedreht wird. 
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Ferner mug ein gleicher Abstand der Platte vom 
Objektiv gesichert werden, was unmit te lbar  vor 
den Aufnahmen vom Platze der Kasette aus nnter  
Benutzung yon Spiegelbildern in den Fl~tchen des 
Objekfives ohne Schwierigkeit ausffihrbar ist. 
Die Korrekfion durch die sog. Plat tenkonstante  
sehlieBt n~imlich nicht die Fehler aus, welche dutch 
die Verschiedenheit der Verzeichnung bei ver- 
schiedener Tubusl~nge bedingt werden. AuBer- 
dem muB die Einwirkung einer Temperatur- 
differenz des Objektives auf das Bild bei der be- 
s t immten Tubusl~nge bekannt  sein. 

Ich habe bier versucht, einige Erscheinungen 
der tatsgchlichen optischen Abbildung auf m6g- 
lichst Ieichtverst~ndliche Weise zu ert~utern. DaB 
der Unterschied der tats~chlichen Verh~ltnisse 
yon den herrschenden Vorstellungen um so mehr 
an Bedeutung gewinnt, je gr6gere Ansprfiche an 
die Exaktheit  bei der Ausmessung optischer 
Bilder gestellt werden, leuchtet ja yon selbst ein. 
Deshalb babe ich diesen Unterschied an den Me- 
thoden der Untersuchung der yon ElXSTEtN 
vorhergesagten Ablenkung des Lichtes im Gravi- 
tationsfelde exemptifiziert und, da diese Erschei- 
nung zur Zeit jeden Gebildeten interessiert, die 
Aufmerksamkeit auf gewisse m6gliche Fehler- 
quellen bei der Untersuchnng gerichtet. Ich betone 
aber ausdrticklich, dab ich keine Meinung dariiber 
ausgesprochen babe, ob diese Fehlerquellen von 
Bedeutung fiir die bisherigen Resultate gewesen 
sind. Im Gegenteil babe ich zeigen k6nnen, dab 
eine der Fehlerquellen in einem Falle ohne Belang 
w a r .  

Der stetige Obergang von der Mikro- zur Makromechanik. 
Von E. SCHRODINGER, Zfirich. 

Auf Ideen DE BROGLIES 1) und EINST1~INS 2) 
ful3end, hab ich zu zeigen versucht3), dab die ge- 
wShnlichen Differentialgteichungen der Mechanik, 
welche die Koordinaten des mechanischen Systems 
als Funkt ionen der Zeit bestimmen wollen, ffir 
, , k l e ine"  Systeme nicht mehr zust~ndig sind; 
an ihre SteIle hat  eine gewisse p a r t i d l e  Differential- 
gleichung zu treten, welche ein Variable ~ (,,Wellen- 
funktion") als Funkt ion der Koordinaten und der 
Zeit bestimmt. Ahnlich wie bei der Differential- 
gleichung der sehwingenden Saite oder irgendeines 
anderen schwingenden Systems ergibt sich ~ als 
Superposifion yon zeiflich reinharmonischen 
(d. i. , , s i nus f6rmigen" )  Sehwingungen, deren Fre- 
quenzen mit  den spektroskopischen ,,Term- 
frequenzen" des mikromechanischen Systems genau 
fibereinstimmen. Z. t3. Ifir den linearen PLA~CK- 
schen Oszillator~) mit  der ]~nergiefunktion 

1) L. I~I; BROGLIt G Ann. de phys. (IO) 3, 22. t925 
(Th6ses, Paris 1924). 

e) A. EINSTEIN, Berlin. Ber. I925, S. 9ff. 
3) Ann. d. Physik 79, 361, 489, 734. 1926; weitere 

Mittefiungen im Druck. 
~). d: i ,  eha Massenpunkt yon der Masse m, der, anf 

m 
-2- \ d t /  q- 2 n %~m q ~  (1) 

ergibt sich, wenn man stat t  der Elongation q die 
dimensionslose Variable 

x = q - 2 ~ l / / m ~  ° (2) 

einffihrt, die Wellenfunktion ~v als Superposition 
der folgenden Eigenschwingungenl). 

_K } 
( 2n+ ,  ) 
v,  2 Vo; n = 0 ,  I ,  2 ,  3 . . . .  

Die H~ sind die nach HERNITE benannten 

einer Geraden beweglich, gegen einen festen Punkt 
derselben gezogen wird mit einer Kraft, die seiner Elon- 
gation q yon diesem Punkt proportional ist; nach der 
gewShnIichen Mechanik fi~hrt ein solcher Massenpunkt 
Sinusschwingungen yon der Frequenz r 0 a~s. 

1) i bedeutet ] [ - - I .  Rechts ist£ wie i~blich, der 
Realteil zu nehmen. 
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Polynome~).  Mit  e ~ und m i t  dem , ,Normie-  

rungs t ak to r "  (2~n!) 2 mult ipl iz ier t ,  werden  sie 
als H~R~ITnsche Or thogona l funk t ionen  bezeichnet .  
Diese b i lden also die Ampl i t uden  der Eigen-  
schwingungen.  Die ersten IiinI s ind in Fig. I dar-  
gestellt .  Die Ahnl ichkei t  m i t  dem wohlbekann ten  
Bi ld  der  Sa i tenschwingungen is t  b ier  sehr weit-  
gehend. 

Es  m u t e t  im ersten Momen~ rech t  b izarr  an, 
einen Vorgang,  der  nach  der  bisherigen Auffassung 
der  P u n k t m e c h a n i k  angeh6rt ,  durch  ein Sys t em 
solcher Eigenschwingungen  zu beschreiben.  Ich 
m6chte  hier  an  dem gew~hlten einfachen }3eispiel 
den CTergang  zur makroskopischen  Mechanik  in 

- - 0 ~  

Fig. I. 
(AuBerhalb des dargestellten Bereiches -- 3 ~-~ x ~ + 
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znsammengefaBt ,  was, wie m a n  le icht  fiberlegt~), 
darauf  h inauskommt ,  eine re la t iv  schmale Gruppe  
in der  U m g e b u n g  des n-Wer tes  

A 2 
~ = - -  (6 )  

2 

herauszugreifen.  Die Ausf t ihrung der  S u m m e  in (4) 
wird geleistet  dtirch die in x und s ident ische Be- 
ziehung 2) 

- -  - S ~ + 2 8 ~  - - - -  
~ 8 ~ e  ~ H~(x) == e 2 (7) 

n = 0  

Also 
A ~ 4 ; ~ i v 0 t  + 2 ~ i v 0 t  x "~ 

~ i V o t  - - -  e A ~ e  

= e 4 ~ (8) 

N i m m t  man  nun, wie vorgesehen,  den reellen Teil  

?Z=4e 

rz~2 

L /  A / \ I A  / \ 
/ X / \1f \ / / l----a&_--_.__2 

, ~ 4-3£" 

Die ersten ftinf Eigenschwingungen des PLANCKschen Oszillators nach der Undulationsmechanik. 
3 ni~hern sich alle ftinf Funktionen monoton der x-~-chse.) 

concreto demonstr ieren,  indem ich zeige, dab eine 
Gruppe yon  Eigenschwingungen mi t  hoher Ord- 
nungszahl  n ( , ,Quantenzahl")  und re la t iv  kleinen 
Ordnungszahldi i ferenzen (,, Quantenzahldi f feren-  
zen")  e inen , ,3/lassenpuakt" darzustel len vermag,  
welcher  die nach  der  gew6hnl ichen Mechanik  zu 
e rwar tende  , ,Bewegung"  ausfiihrt ,  d. h. mi t  der 
F requenz  v o oszilliert .  I ch  w~ihle eine ZahI A >~ i 
(d. h. ,,groB gegen i " )  und bi lde folgendes Aggregat  
von  Eigenschwingungen  

x~ (4) oo 

= e~iVot2,{A-- e2zi%tl  n I e 2H~(x)  

Es werden  also die normierten Eigenschwingungen 
(s. o.) mi t  den  Koeff iz ienten  

A" 
~ 2 ~ .  (5) 

1) Vgl. COURAN~-HILB~RT, Methoden der mathe- 
matischen Physik I, Nap. II ,  § io, 4, S. 76 (Berlin : Sprin- 
ger 1924). 

der rechten Seite, so kommt nach. kurzer Zwischen- 
rechnung 

x' @(x - x cos~-~,,0t)~ } 

Dies das Endresuttat, an dem zun~chst  der  erste  
F a k t o r  yon Interesse ist. E r  stel l t  einen re la t iv  
hohen und  schmalen  , B u c k e l "  yon  der  GestaI t  
einer , ,GAussschen Feh l e rku rve"  dar, welcher  je- 
weils in der  U m g e b u n g  der  Stelle 

x = A c o s 2 ~ v 0 t  ( i o )  

iiegt. Die 13reite des Buckels  ist  v o n d e r  GrSBen- 
ordnung i ,  a l s o  nach  Vorausse tzung sehr klein 
gegen A. Nach  (io) oszilliert  der I3uckel genau 

1) Z n  
hat  ]i~r groJ3es z als FunCtion yon n ein 

einziges ex~em hohes und relativ sehr scharfes Maxi- 
mum bei n = z. Durch Quadratwurzelziehen erhi~lt 

A 2 
man mit  z = -  die Zahtenreihe (5). 

2 

2) COURANT-HII~BERT, 1. C. Gleichung (58). 
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nach demjenigen  Gesetz, das sich ftir einen 
Massenpunkt  mi t  der  Energ ie funkt ion  (i) aus 
der  gew6hnlichen 2vIechanik ergeben wiirde. 
Die Ampl i tude ,  in x gemessen, is t  A, in q ge- 
messen also 

Ftir  die Energie eines Massenpunktes  m, der mi t  
dieser Ampl i tude  und m i t  der  F requenz  v 0 osziltiert, 
ergibt  die gew61mliche Mechanik  

2 ~ a 2 r ~  m A2 
= - -  h Vo (~2) 

2 

d. i. nach (6), gerade n h vo, wo n die mi t t l e re  Qua.n: 
t enzahl  der herausgegriffenen Gruppe.  Die , ,Kor- 
respondenz"  ist  also such  in dieser Hins ich t  eine 
vo l lkommene .  

Der  zweite F a k t o r  in (9) ist  im al lgemeinen so- 
wohl  yon  x aN such  yon t eine sehr rasch veri inder-  
fiche Funk t ion  v o m  Abso lu tbe t rag  ~ i ,  welche 

st~ndlich - -  doch m6chte  ich an dieser Stelle 
hierauf  n ich t  n~her eingehen.  

Unsere WeIlengruppe hdtt dauernd zusammen, 
bre i t e t  sich nicht im Laufe  der Zeit  auf ein immer  
gr6Beres Gebie t  aus, wie m a n  es sonst, z. B. in der  
Optik,  gewohnt  ist. Das  will freilich hier  im eindi- 
mensionalen nicht  v ie i  sagen, ein Buckel  auf  einer 
Saite  verh~ilt sich ganz ~hnlich. N a n  erkermt  aber  
leicht, dab  sich durch Mul t ip l ika t ion  von  zwei bzw. 
drei Ausdri icken wie (4), der  eine in x, der  andere  in y, 
der  dr i t t e  in z geschrieben,  such  der  ebene bzw. der  
riiumliche Oszillator darstel len 1/iBt, d. h. eine ebene 
oder  eine r~iumliche Wel lengruppe,  die auf  ether 
harmonischen  Ell ipse uml~iuftl). Auch  eine solche 
Wel lengruppe  ble ibt  dauernd  beisammen,  im 
Gegensatz  z. B. zu e inem Wel l enpake t  der  klassi- 
schen Optik,  das sich im Laufe  der Zeit  zerstreut .  
Der  Unterschied  dtirf te davon  herrt ihren,  dab unsere 
Gruppe  aus einzehlen dislcreten harmonischen  
K o m p o n e n t e n  aufgebaut  ist, n ich t  aus e inem 
Kontinuum yon  solchem 

Ich  m6chte  schlieBlich noch erw~hnen,  dab eine 

Fig. 2. 

-5 0 ÷5 ~-10 v V t 1 7  - ÷20 

Pendelnde Wellengruppe als undulationsmechanisches Bild des Massenpunktes. 

viele t iefe und schmale Furchen  in das Ant l i tz  des 
ersten Fak to r s  gr~tbt und so eine Wellengruppe 
daraus  maclat, deren Bild - -  nu r  ganz schemat isch 
- -  in Fig. 2 wiedergegeben ist. Der  Abszissen- 
mal3stab der  Fig.  2 is t  nat t i r l ich vie l  k le iner  als 
in Fig. I ; Fig. 2 miiBte f~nfmM verg r6ge r t  werden, 
u m  mi t  Fig. I d i rek t  vergle ichbar  zu seim E ine  
genauere  B e t r a c h t u n g  des zwei ten Fak to r s  in (9) 
offenbar t  folgendes in teressante  Detail ,  das in der  
Fig. 2, die nur  ein Stad ium darstel l t ,  n ich t  zum 
Ausdruck  kommt .  D i e  Anzahl und Breite der  
,,Furchen" oder , ,Wel lchen" ,  welche den ~[ass6n- 
punk t  durchsetzen,  is t  zeit l ich ver~nderl ich.  Die  
Wel lchen sind am zahlreichsten nnd schm~lsten beim 
Durchgang  durch  die Mitre  x = o; sie werded 
vSltig ausgegliittet an den Umkehrs te l l en  x = ~ A, 
well  dor t  nach  (Io) der cos 2 er r0 t =- ~= I u n d  daher  
der  sin 2 z r o t = o wird, so dab der  zweite  F a k t o r  
in (9) gar  n ich t  yon x abh~ngt .  Die  gesamte  Aus- 
dehnung der  Wel lengruppe  (,,Dicke des Massen- 
punk tes" )  ble ibt  j e d o c h  s te ts  dieselbel Die V e r -  
Xndertichkeit  der , ,KrXuselung" ist  als eine Ab- 
h~ingigkeit yon der Geschwindiglceit' aufzufassen 
und als solche nach  a l igemeinen nndula t i0ns-  
mechanischen  GesichtsDunkten vo l lkommen  v e t -  

gemeinsame addi t ive  Kons tan te ,  sagen wir U, die 
eigentl ieh in (3) zu allen ~,~ hinzuzuft igen ist  (ent- 
sprechend der  , ,Ruhenerg ie"  des Massenpunktes)  
n ichts  wesentl iches ~tndert. Es  t r i t t  nur  in der 
eckigen K l a m m e r  in  (9) der  Addend 2 a Ut hinzu.  
Dadurch  werden  die Oszil lat ionen innerhalb der  
Wel lengruppe  zeitlich sehr viel  rascher,  w~hrend 
das durch  (IO) beschriebene Pendeln  der  Gruppe 
als ganzer  und ebenso ihre Kr~uselung davon  ganz 
unbei ' i ihr t  bleibem 

Es  l~fit sich m i t  B e s t i m m t h e i t  voraussehen,  dab 
m a n  auf ganz ~hnliche Weise auch die Wellen- 
g r u p p e n  konst ru ieren  k a n n ,  wetche auf  hoch- 
quant igen  Keplerel l ipsen umlaufen  und das un- 
dula t ionsmechanische  Bild des Wasserstoff-  
e lektrons stud; nnr  sind da  die rechentechnischen 
Schwier igkei ten gr6ger als in d e m  bier  behandel-  
ten, gunz besonders e infachen Schulbeispiel.  

1) Es set hier die; interessante ~emerkung ein- 
gesct~Mtet, dal3 fiir den ebenen Oszillator die Quanten- 
niveaus ganzzahlig, ffir den ~?iumNche~ dagegen vdeder 
,,halbzahlig" werden. J~,hnliches gi l t  fiir den Rotator. 
Die spektroskopisch so bedeutungsvolle Halbzahligkeit 
hf~hgt also mi~ der unge/ade,7~ I)imensionszahl des Rau- 
rues zusammen. 


