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Q u a n t e n t h e o r i e  i n  h y d r o d y n a m i s c h e r  F o r m .  

Von E.  Madelung in Frankfurt a. M. 

(Eingegangen am 25. Oktober 1926.) 

Es wird gezeigt~ dad man die SchrSdingersehe Gleichang des Einelektronen- 
problems in die Form der hydrodynamischen Gleichungen transformieren kann. 

Nach E. S c h r S d i n g e r  ~) wird die Quantentheorie des Einelektronen- 
problems beherrscht yon der ,Amplitudengleiehnng" : 

8~2m I i 2 z W t  
d ~o Jr ~ ( .;V-- U) ~o ~--- 0, ~ ~ ~o e . (1) 

Hierin bedeutet W die Energie des Systems, U die potentielle Energie 
al~s Funktion des Ortes des Elektrons, m dessen Masse Man suche eine 
Liisung, die tiberall endlich und stetig ist. Das ist nur ~iir gewisse Werte 
yon W mSglich. Diese ,,Eigenwerte" Wi sollen dann die Energien sein, 

die das System in seinen ,,Quantenzust~nden" besitzt. Sie sind bekannt- 
lich spektroskopisch festzustellen. D,:r Vorgleich zwischen Theorie and 
Erfahrung spricht durchaus fiir die Brauchbarkeit der hiermit festgelegten 

Rechenmethode. 
Zu iedem Eigenwert gehiirt eine ,EigenlSsung", welche normiert 

w i2~ - t 
und mit dem Zeitfaktor e h versehen sein soll und nach S c h r i i d i n g e r  
das, was im System vorgeht, darstellt. S c h r S d i n g e r  gibt Ans~tze zu 
einer Deutung, die im Prinzip mit der im folgenden gegebenen iiberein- 

stimmt. Ich werde diese Deutung weiterftihren und zeigen, dab weit- 
gehende Analogien zur ttydrodynamik bestehen. 

Eine zweite, auch yon Schr~id inger  aufgestellte Gleichung ist aus 
(1) dutch Elimination yon W zu erhalten unter Einbeziehung des Zeit- 

faktors : 
8 ~ m  4 ~ m O ~  O. (2) 

A ~ ,  h~ " U ~ , - - i  h Ot - -  

Sie enthiilt als Ltisungen die der ersten Gleiehung, aber im Gegensatz zu 
ihr aueh alle lhmaren Kombinationen der letzteren. Das ist sehr wesent- 
lich. Setzt man nitmlieh Ip ~ gd~ ,  so wird bei (1) nur fl Ms linear 
yon t abhangig betrachtet, wahrend bei (2) sowohl g wie fl zeitlich ver- 
anderlich sein kSnnen. 

1) E. SchrSdinger,  Ann. d. Phys. 79, 361, 489; 80, 437; 81, 109, 1926. 
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und 

Mit $ ~ ctei~ wird aus (2): 

8 ~2 ~t 
A ~z - -  ~z (grad fl)~ - -  h~ 

, 4  zl ~n, 8 a 
A ~ 4- 2 (grad ~ grad ~) h a t  = O. 

Aus (4) folgt mit qo - -  2 ~ m :  

a a  2 
div (c~ ~ grad ~) 4- d~ ~ 0. 

(4') hat  den Charakter einer hydrodynamischen 

(3) 

(4) 

(4') 

Kontinuitatsgleichung, 

wenn man et 2 als eine Dichte und q~ als Geschwindigkeitspotential einer 

Strtimung u ~--- grad q0 ansieht. 

(3) ergibt hiermit: 

0cp 1 (grad q~)~ -4- U A ~ h - -  0. (3') 

Auch diese Gleichung entspricht genau einer hydrodynamischen, n~mlich 

der einer wirbelfreien StrSmung unter der Wirkung yon konservativen 
Kr~ften 1). 

Bildung des Gradienten ergibt wegen rot ~ = 0: 

On 1 d~ grad U A~z h ~ 
r  u ~ ~ --dt ~ " - - ~ n ,  4 -  grad ct 8 z ~ m  2" (3") 

grad U entspricht der GrSl]e f (Dichte de r  Kra[t  : Dichte der Masse), 
m @ 

~ 8 ~ m~ der Grt~le - -  , die man als Kr~tefunkt ion der ,,inneren" 

Kr~fte des Kontinuums bezeichnen kann. 
Wir  sehen also, da6 die Gleiehung (2) vollst~ndig hydrodynamiseh 

umzudeuten is~, und dal~ eine Besonderheit; nur in dem einen Gliede auf- 

tritt, das den inneren 3~Ieehanismus des Kontinuums darstellt. 

O~ Ocp __  W 
Im Falle der Gleichung (1) w i r d ~  : 0 und ~)t - -  - -  ,-~' 

Die EigenlSsungen yon (1) liefern daher trotz des Zeitfaktors das Bild 
einer stationaren Str6mung. Quantenzustande sind bei dieser Deutung 

als station~re StrSmungszust~nde zu betrachten, im Falle grad fl = 0 
sogar als statische Gebilde. 

1) u z. B. Weber und Gans, Repertorium d. Physik I, 1, S. 304. 
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Die Liisungen der allgemeineren Gleichung (2) sind nun leicht zu 
gewinnen als lineare Kombinationen der Eigenlbsungen. Setzen wir  als 

Beispiel: ~p ~-- ~.  ei~ ~ -  ~)1 -~ ~)~ ~ Cl tZl ei~ ~- c2 tz2 eifl2, wo ~b 1 und ~P2 

EigenlSsungen yon (1) seien, die die Zeltfaktoren e enthalten, dann 
wird: 

052 .~ 2 = c, ~1 + c ~  + 2clc~1~2cos (##2 fix) 
und 

~ g r a d  fi ---~ c~ g~ grad fix + c~ g~ grad fi~_ + cl c~ a x ~2 grad (fix + fi2) cos (fix - fi~), 

d .h .  sowohl ,,Dichte" wie ,, Stromst~rke" enthalten ein zeitlich mi~ 

__ W~ - -  H~ periodisches Glied. Die ,, Gesa~tmenge' :  bleibt aber 
h 

konstant. 

~n  Falle der station~ren Strbmung finde~ man aus (5'): 

m z / u .  h? 
]U ~-- -~ (grad 9~) '~ + U , (5) 

wofiir man auch schreiben kann, indem man setzt: g 2 =  a,  a m  = 0, 

entsprechend der Normierung ~ a d V = 1 

w = d v ,~, + ~ v -  1/~. ~ v ,  ~ l" (5') 

Diese Form der Energie als Volumenintegral fiber kinetische und poten- 
~ielle Energiedichte ist unmittelbar anschaulich. 

Es ist kein Grund ersichtlich, warum dlese Form, die man auch als 

i~ Idv~O## 
w _ ~  2--~ O--( 

schreiben kann, nicht auch fiir den Fall der nichtstationaren Str(imung 
d W 

gelten soll. Dal] der Erhaltungssatz dt  ~-- 0 erfiillt ist, bestafigt man' 

leicht unter Beachtung der Orthogonalitat der Eigenl~sungen. 
Es interessiert nun die Frage: Enthalten die Gleichungen (3'), (4') 

und (5') schon a11e geschilderten Besonderheiten, insbesondere: 
1. die d i s k r e t e  Existenz stationarer Str(imungszustiinde mit den 

Energien l~., 

2. die Ta~sache, dal] alle nichtstationaren Zustande n u r  Periodi- 

zi~aten tier Form v ~  ~ besitzen? 
It 
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Offenbar tolgt (2) eindentig aus (3') und (4'), andererseits (1) hier- 
aus mlt (5'). Die hydrodynamischen Gleichungen sind also gleichwertlg 

mit denen yon S c h r S d i n g e r  und liefern alles, was iene geben, d. h. sie 
sind hinreichend, um die wesentlichen /~omente der Quantentheorie der 
Atome model]m~l]ig darzustellen. 

Erseheint somit das vorliegende Quantenproblem dureh eine Hydro- 
dynamik der kontinuierlich verteilten Elektrizitgt mit einer der Ladungs- 
dichte proportionalen Massendichte geliist, so bleibt doch eine Reihe 
yon Sehwierigkeiten bestehen. Einerseits ist die Massendiehte nicht yon 
der Art, wie man sie aus der Elektrodynamik erwarten wiirde, anderer- 
seits sollte man erwarten, da~ die Riickwirkung der Teile des Elektrons 

h s 
aufeinander, die dureh das Glied f~  J f ~  ~-2~n dargestellt wird, nleht 

nur yon der Diehte am Platz und deren Ableitungen abh~nge, sondern 
aueh yon der Gesamtverteilung der Ladung. 0b diese beidea Erwartungen 
dutch eine rein mathematisehe Umformung zu befriedigen sind, habe ich 

nieht feststellen kSnnen. 
Wie ist nun das Mehrelektronenproblem zu behandeln? SehrS-  

d i n g e r  gibt keine ganz bestlmmte Form. Er fordert nur, da] die kine- 
tisehe Energie so zu bereehnen ist, wie bei einer Darstellung der Be- 

wegung im Phasenraum, d. h. man mull setzen: T ~--- . mi ~ -  

Summe tiber die klnetischen Energien der einzelnen Elektronen, als wean 
sie alle unabh~ngig nebeneinander existierten und nicht etwa Bin einziges 

StrSmungsMd bildeten. 
In der Tat ist dies eine naheliegende M~gliehkeit. Wir haben uns 

wohl nur zwisehen folgenden Alternativen zu entseheiden: 
a) FlieSen mehrere Elektronen zu einem grSSeren Gebilde zusammen? 
b) Schliel]en sie sieh aus und gehen sie mit gewissen Rand- 

bedingungen ineinander fiber? 
e) Durehdringen sie sich ohne Verschmelzung? 
Mir erseheint e) am wahrseheinlichsten, a) wtirde auf dieselben 

LSsungen fiihren wie das Einelektronenproblem, nur mit veranderter Nor- 
mierung, was offensiehtlich zu falsehem Resultat fiihrt, b) ist in Hinsieht 
auf ,,eintauchende Bahnen" unwahrscheinHch, aber denkbar. 

Nach c) wtirden mehrere Vektoren in iedem Punkte des Raumes 
definiert werden mttssen, sowie zugeh~rige Gesehwindigkeitspotentiale. 
Das Kontinuum h~ttte dann die anschauliehe Qualitgt eines Schwarmes, 
dessen Teile eine unendliehe freie Weglange besitzen. 
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Welche Form dann der Funktion U, soweit sie die Weohselwirkung 
der ElekCronen aufeinander darstel]t, sowie dem ,Quantenglied" der 
Gleichung (3') zu geben ist, kann erst aus der effolgreichen Berechnung 
mindestens eines Falles entschieden werden. 

Es besteht somit Aussicht, au[ dieser Basis die Quantentheorie der 
Atome zu erledigen. Die Ausstrahlungsvorgange werden aber hiermit 
nur teilweise beherrscht. Zwar erscheint es erklart, dad ein Atom im 
Quantenzustand nicht strahlt, und auch die Ausstrahlung der rich~igen 
Frequenzen ist richtig dargestellt, und zwar ohne ,,Sprung", vielmehr 
beim langsamen Ubergang im Zustand der Nichtstationaritat; aber vieles 
andere, wie z. B. die Tatsache der Quantenabsorption, bleibt ganz unklar. 
Ich halte es fiir verfriiht, hieriiber Spekula~ionen mitzuteilen. 


