Die intuitionistische Grundlegung der Mathematik

Von
Arend Heyting (Enschede, Niederlande)

Das Ziel, das der intuitionistische Mathematiker sich setzt, ist
folgendes. Er will Mathematik treiben als natiirliche Funktion des
Intellekts, als freie, lebendige Aktivitit des Denkens. Fiir ihn ist die
Mathematik ein Erzeugnis des menschlichen Geistes. Die Sprache,
sowohl die gewdhnliche wie die formalistische, gebraucht er nur zur
Mitteilung, d. h. um andere oder sich selbst zum Nachdenken seiner
mathematischen Gedanken zu veranlassen. Eine solche sprachliche
Begleitung ist kein Bild der Mathematik, noch weniger die Mathe-
matik selbst.

Es entspricht der aktiven Einstellung des Intuitionisten wohl am
besten, wenn wir gleich zum Aufbau der Mathematik iibergehen.
Der wichtigste Baustein ist der Begriff der Einheit, zu dem als
architektonisches Prinzip die Reihe der ganzen Zahlen gehort.
Diese ganzen Zahlen miissen hier betrachtet werden als Einheiten,
welche sich nur durch ihre Stellung in der Reihe voneinander unter-
scheiden. Ich verzichte hier auf die weitere Zergliederung dieser Be-
griffe, welche schon Nator p in seinen ,,Logischen Grundlagen der
exakten Wissenschaften” durchgefiihrt hat in einer Weise, die, was
die Hauptsachen betrifft, ziemlich gut mit der intuitionistischen
Denkweise iibereinstimmt. Eine Bemerkung mufl ich aber hervor-
heben, weil sie fiir ein richtiges Verstindnis wesentlich ist, nimlich,
dafl wir den ganzen Zahlen, und zhnlicherweise anderen mathemati-
schen Gegenstinden, eine Existenz unabhingig von unserem Denken,
eine transzendente Existenz also, nicht ruschreiben. Vielleicht ist es
wahr, daf jeder Gedanke auf einen als unabhingig von ihm be-
stehend gedachten Gegenstand Bezug nimmt; wir kdnnen das dahin-
gestellt bleiben lassen. Jedenfalls braucht dieser Gegenstand nicht
vom menschlichen Denken iiberhaupt unabhiingig zu sein. Die mathe-
matischen Gegenstinde, wenn auch vielleidit unabhingig vom ein-
zelnen Denkakt, sind ithrem Wesen nach durch das menschliche
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Denken bedingt. Thre Existenz ist nur gesichert, insoweit sie durch
Denken bestimmt werden konnen; ihnen kommen nur Eigenschaften
zu, insoweit diese durch Denken an ihnen erkannt werden konnen.
Diese Moglichkeit der Erkenntnis offenbart sich uns aber nur durch
das Erkennen selbst. Der Glaube an die transzendente Existenz,
der durch die Begriffe nicht gestiitzt wird, mufl als mathematisches
Beweismittel zurlickgewiesen werden. Hier liegt, wie ich gleich an
einem Beispiel ndher erdrtern will, der Grund fiir den Zweifel an
dem Satz vom ausgeschlossenen Dritten.

Eingehend hat Herr Oskar Becker die Probleme der mathe-
matischen Existenz behandelt in seinem Buch iiber diesen Gegen-
stand; er deckt auch manchen Zusammenhang dieser Fragen mit den
tiefsten philosophischen Problemen auf.

Wir wenden uns wieder dem Aufbau der Mathematik zu, Bei der
Einfithrung der Briiche als Paare von ganzen Zahlen stéfit man
nicht auf grundsitzliche Schwicrigkeiten; anders ist es bei der Defi-
nition der Irrationalzahlen. Nach Dedekind ist eine reelle Zahl
dadurch definiert, dafl jeder rationalen Zahl entweder das Pridikat
»links® oder das Pridikat ,rechts* zugeordnet ist, derart, dafl der
natiirlichen Ordnung der rationalen Zahlen geniigt wird. Wenn wir
diese Definition genau so in der intuitionistischen Mathematik iiber-
nehmen wollten, so wire es nicht sicher, dal die Euler sche Kon-
stante C eine reelle Zahl ist. Ich brauche die Definition von C nicht;
es geniigt, zu wissen, dafl sie auf eine Rechenvorschrift hinauskommt,
welche gestattet, C in ein beliebig kleines rationales Intervall ein-
zuschlielen. (Ein rationales Intervall ist ein Intervall, dessen End-
punkte rationale Zahlen sind; der Ausdruck ,einschliefen ist un-
genau, weil noch gar keine Ordnungsbeziehungen von C zu den
rationalen Zahlen definiert sind, aber praktisch und deutlich; es
handelt sich um die Berechnung ciner Reihe von rationalen Inter-
vallen, deren jedes im vorigen enthalten ist, und welche man immer
so weit fortsetzen kann, dafl das letzte Intervall kleiner ist als eine
beliebig vorgegebene Grenze.) Durch diese Vorschrift ist aber noch
kein Mittel gegeben, fiir eine beliebige rationale Zahl A zu ent-
scheiden, ob sie links oder rechts von C liegt oder vielleicht gleich
C ist, und das ist es, was die Ded ekin dsche Definition, intuitio-
nistisch aufgefaflt, verlangen wiirde.

Nun ist der iibliche Einwand gegen diesen Gedankengang, es
mache nichts aus, ob man es entscheiden konne, aber wenn nicht
A=C, so sel entweder A <<C oder A>C, und die letztere Alter-
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native entscheide sich nach einer endlichen, wenn auch vielleicht
unbekannten Anzahl N von Sdiritten in der Berechnung von C.
Ich brauche den Einwand nur ein wenig anders zu formulieren, um
ihn zu widerlegen. Er kann nimlich nur folgende Bedeutung haben:
entweder es existiert eine natiirliche Zahl N mit der Eigenschaft,
daf} sich nach N Sdhritten in der Berechnung von C entweder A <<C
oder A >C herausstellt, oder eine solche Zahl N existiert nicht;
dann ist natiirlich A= C. Nun bedeutet aber, wie wir gesechen haben,
die Existenz von N nichts anderes als die Moglichkeit, eine Zahl
mit der geforderten Eigenschaft wirklich aufzuweisen, und die Nicht-
existenz bedeutet die Moglichkeit, diese Eigenschaft auf einen Wider-
spruch zuriickzufithren. Weil wir nicht wissen, ob eine dieser Mog-
lichkeiten besteht, konnen wir nicht behaupten, da8 N entweder
existiert oder nicht existiert. In diesem Sinn kann man sagen, daf der
Satz vom ausgeschilossenen Dritten hier nicht angewandt werden darf.

Die Dedekind sche Definition ist also in ihrer urspriinglichen
Form fiir die intuitionistische Mathematik unbrauchbar. Brouwer
hat sie in folgender Weise verbessert: Man denke sich die rationalen
Zahlen in irgendeiner Weise abgezihlt; zur Vereinfachung be-
schrinke ich mich auf die Zahlen des abgeschlossenen Einheitsinter-
valls und lege immer diese Abzihlung zugrunde:

O I, %) %a %y i, '}9 %, %, %, %, --------- (A)

Eine reelle Zahl wird bestimmt durch eine Einschaltungsteilung in der
Reihe (A); das heiflc. durch ein Gesetz, welches jeder rationalen
Zahl der Reihe nach das Pridikat ,links oder ,,rechts“ zuordnet,
derart, daf der natiirlichen Ordnung der rationalen Zahlen geniigt
wird; es wird aber zugelassen, dafl auf jeder Stufe eine einzige
Zahl von dieser Zuordnung ausgenommen bleibt. Zum Beispiel: das
Gesetz sei so beschaffen, dafl die Pridikatenreihe wie folgt anfingt:

O, Iy %g &‘: g‘, '1', 'i‘, ‘k, %, %, %, .........
LrlLlz2l,

Hier ist % vorliufig von der Zuordnung ausgenommen; man braucht
nicht zu wissen, ob das Pridikat fiir 3 jemals bestimmt wird, es ist
aber auch moglich, dafl # als neue Ausnahmezahl auftritt und % also
das Priadikat ,,links™ erhile.

Es ist leicht, zu der Euler schen Konstanten eine Einschaltungs-
teilung anzugeben. Es sei nimlich d,, die kleinste der Differenzen
zwischen zwei aufeinanderfolgenden unter den ersten n Zahlen
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aus (A); setzt man nun die Berechnung von C so weit fort, dafl das
erhaltene rationale Intervall ; kleiner als d, ist, so kann hochstens
eine von diesen n Zahlen innerhalb i fallen; wenn es eine solche
gibt, tritt sie fiir die Einschaltungsteilung als Ausnahmezahl auf.
Man sieht hieraus, wie eng die Brouw er sche Definition sich an
die wirkliche Berechnung einer reellen Zahl anschliefit.

Nun kann man hier noch einen wichtigen weiteren Schritt machen.
Die Forderung, daf} die Pridikatenreihe durch ein Gesetz bis ins un-
endliche bestimmt ist, kann man fallen lassen; es geniigt, wenn sie
in irgendeiner Weise, z. B. durch freie Wahlen, nach und nach be-
stimmt wird; ich nenne solche Folgen unbeschrinkt fortsetzbar. Die
Definition der reellen Zahl wird also in der Weise erweitert, daf§
statt gesetzmdfige Folgen auch unbeschrinkt fortsetzbare Folgen
zugelassen werden. Bevor ich ndher auf diese neue Definition ein-
gehe, betrachte ich ein einfaches Beispiel. Ich fange mit einer links-
rechts-Wahlfolge so an:

i L 2 i 2 3 3
Cy I, ¥y 3y 3y i’) ‘2, By 53 5y Dy esevssene

l) I, l’ l, L, 1, r, 19 1)

Hier kann die Frage, welches Pridikat # erhilt, noch nicht beant-
wortet werden, weil das eben noch entschieden werden mufl; da-
gegen kann die Frage nach dem Pridikat von # schon jetzt mit
»rechts beantwortet werden, weil das fiir jede Fortsetzung der
Folge gilt. Im allgemeinen sind nur diejenigen Fragen in bezug auf
eine unbeschrinkt fortsetzbare Folge einer bestimmten Antwort
fahig, welche sich auf jede mégliche Fortsetzung der Folge bezichen;
andere Fragen, wie oben diejenige nach dem Pridikat von #, miissen
somit als sinnlos betrachtet werden. Die Wahlfolge ersetzt also
nicht sosehr die einzelne gesetzmiflige Folge als vielmehr die Ge-
samtheit aller moglichen Gesetze. Eine rechts-links-Wahlfolge, deren
Freiheit nur durch die aus der natiirlichen Ordnung der rationalen
Zahlen hervorgehenden Bedingungen eingeschrinkt wird, bestimmt
nicht eine reelle Zahl, sondern die Menge aller reellen Zahlen, oder
das Kontinuum. Wihrend man sonst jede reelle Zahl einzeln defi-
niert denkt und nachher diese Zahlen zusammenfafit, wird hier das
Kontinuum als Ganzes definiert. Wenn man die Wahlfreiheit durch
zuvor gegebene Regeln einschriinkt, erhidlt man Mengen von reellen
Zahlen; z. B. indem ich vorschreibe, die Folge miisse so anfangen,
wie ich es soeben aufgeschricben habe, definiere ich die Menge der
reellen Zahlen zwischen $und 3. Durch immer engere Einschrinkung
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ihrer Freiheit geht die unbeschrinkt fortsetzbare Folge stetig in eine
gesetzmiflige Folge iiber.

Ich habe hier das Wort ,,Menge™ genauim B rou w e r schen Sinn
gebraucht; seine Mengendefinition ist eine Verallgemeinerung dieser
Begriffsbildung. Neben den Wahlfolgen betrachtet er auch solche
Folgen, die aus einer Wahlfolge durch ein Zuordnungsgesetz hervor-
gehen. Eine Menge enthilt zwei Gesetze: das erste gibt an, welche
Wahlen von natiirlichen Zahlen erlaubt sind, nachdem eine bestimmte
endliche Reihe von erlaubten Wahlen gemacht worden ist. Es muf}
so beschaffen sein, dafl nach jeder endlichen Reihe von erlaubten
‘Wahlen wenigstens eine neue erlaubte Wahl bekannt ist. Ein Bei-
spiel fiir ein Gesetz dieser Art wird fiir die soeben betrachteten
links-rechts-Folgen durch die natiirliche Ordnung der rationalen
Zahlen gegeben. Zweitens enthilt die Menge ein Gesetz, das jeder
erlaubten Wahl einen mathematischen Gegenstand zuordnet, der
natiirlich auch von den frither schon gemachten Wahlen abhingen
kann; hierbei wird zugelassen, dafl die Zuordnung bei einer be-
stimmten Wahl beendet wird und sodann jeder weiteren Wahl nichts
mehr zugeordnet ist. Eine Folge, welche durch das Zuordnungsgesetz
aus einer erlaubten Wahlfolge hervorgeht, heifit Element der Menge.

Um das vorher angefiihrte Beispiel der Menge der rationalen
Zahlen zwischen ¢ und 3 unter diese allgemeine Definition zu
bringen, ersetzen wir die Pridikate ,,rechts*, ,links®, ,,vorliufig un-
bestimmt* durch 1, 2, 3, leiten das Gesetz fiir die erlaubten Wahlen
aus der natiirlichen Ordnung der rationalen Zahlen und aus der
Forderung, die Folge solle in einer bestimmten Weise anfangen, her,
und wihlen fiir das Zuordnungsgesetz die Identitit.

Eine Menge ist nicht Inbegriff ihrer Elemente (das hat keinen
Sinn, wenn man diese nicht als an sich existierend betrachtet), son-
dern wird mit ihrem definierenden Gesetz identifiziert. Zwei
Mengenelemente heiflen gleich, wenn fiir jedes n in beiden an
der n-ten Stelle gleiche Gegenstinde stehen. Die Gleichheit von
Mengenelementen besagt also nicht, dafl sie dasselbe Element sind;
dazu miifiten sie in derselben Menge derselben Wahlfolge zugeordnet
sein. Es wire unpraktisch, zwei mathematische Gegenstinde nur dann
gleich zu nennen, wenn sie derselbe Gegenstand sind; vielmehr mufl
fiir jede Art von Gegenstinden eine eigene Gleichheitsdefinition
aufgestellt werden.

Die durch eine kennzeichnende Eigenschaft ihrer Elemente defi-
nierten Mengen (klassische Terminologie) nennt B r o u w e r Spezies.
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Eine Spezies wird, ebensowenig wie eine Menge, als Inbegriff ihrer
Elemente betrachtet, sondern mit ihrer definierenden Eigenschaft
identifiziert. Impridikative Definitionen sind schon hierdurch unmég-
lich, daf}, wie fiir den Intuitionisten von selbst spricht, als Elemente
einer Spezies nur vorher definierte Gegenstinde auftreten kdnnen.
Daraus ergibt sich eine stufenweise Einfithrung der Spezies. Die
erste Stufe bilden die Mengenspezies, deren definierende Eigenschaft
in der Identitdt mit einem Element einer bestimmten Menge besteht;
so gehort zu jeder Menge M die Mengenspezies derjenigen Mengen-
elemente, die einem Element von M gleich sind?). Eine Spezies erster
Ordnung kann Mengenelemente und Mengenspezies enthalten; eine
Spezies zweiter Ordnung hat auflerdem Spezies erster Ordnung als
Elemente usw.

Die Einfithrung der unbeschrinkt fortsetzbaren Folgen geht nicht
mit Notwendigkeit aus dem intuitionistischen Standpunkt hervor.
Man konnte eine intuitionistische Mathematik ohne Wahlfolgen
aufbauen. Wie sehr man dadurch die Mathematik verarmen wiirde,
zeige ich an dem folgenden mengentheoretischen Satz iiber das Kon-
tinuum, dessen Beweis zugleich als Beispiel fiir einen intuitionisti-
schen Gedankengang dienen kann.

Es sei jeder reellen Zahl durch ein Gesetz eine natiirliche Zahl
als ihre Nummer zugeordnet. Wir nehmen an, daf} die reellen Zah-
len a und & verschiedene Nummern haben, z. B. 1 und 2. Dann
kann man durch eine einfache Konstruktion eine dritte Zahl ¢ be-
stimmen, welche die folgende Eigenschaft hat: in jeder noch so
kleinen Umgebung von ¢ gibt es eine anders als ¢ genummerte Zahl;
das heiflt, jedes endliche Anfangssegment der Einschaltungsteilung,
die ¢ definiert, kann so fortgesetzt werden, daff man eine anders
als ¢ genummerte Zahl bekommt. Nun definiere ich die Zahl d
mittels einer Wahlfolge wie folgt: Ich fange an wie fiir ¢, behalte
mir aber die Freiheit vor, von einer beliebigen Wahl an anders fort-
zufahren als fiir c. Offenbar wird die Nummer von d nach keiner
vorher bekannten endlichen Anzahl von Wahlen bestimmt; folglich
ist d gar keine bestinmte Nummer zugeordnet. Das widerspricht der
Voraussetzung, daf jede reelle Zahl ihre Nummer hat, so daf sich
unsere Annahme von zwei verschieden genummerten Zahlen 4 und
b als widerspruchsvoll erweist. Da nun zwei natiirliche Zahlen, die
nicht verschieden sein kénnen, gleich sind, haben wir folgenden Satz:

1) Die Definition der Mengenspezies entnehme ich einer Mitteilung von Herrn
Prof. Brouwer.
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Wenn jeder reellen Zahl eine Nummer zugeordnet ist, so haben
sie alle dieselbe Nummer.

Als Sonderfall hebe ich hervor:

Wenn ein Kontinuum in zwei Teilspezies zerlegt ist, derart, dafl
jedes Element zu einer und nur einer dieser Teilspezies gehort, so
ist eine Teilspezies leer, die andere mit dem Kontinuum identisch.

Zum Beispiel kann das Einheitskontinuum nicht zerlegt werden
in die Spezies der Zahlen zwischen o und 4 und-die Spezies der
Zahlen zwischen % und 1; die soeben angegebene Konstruktion
liefert hier eine Zahl, von der niemals entschieden zu werden
braucht, ob sie kleiner oder grofler als 4 ist. Auch die Sitze iiber
die Stetigkeit einer in einem Intervall bestimmten Funktion hingen
mit obigem Satz zusammen; der Brouwersche Satz von der
gleichmifligen Stetigkeit jeder vollen Funktion geht aber weit iiber
diese Ergebnisse hinaus.

Wir wollen uns jetzt fragen, was aus dem oben bewiesenen Satz
wird, wenn man in der Mathematik keine unbeschrinkt fortsetzbare
Folgen zulifit. An Stelle des Kontinuums miifite dann die Spezies
der durch gesetzmifige Folgen definierten Zahlen treten. Diese Defi-
nition ist zulissig, wenn man sie nur so auffaflt, dafl eine Zahl erst
dann zu dieser Spezies gehort, wenn ein Gesetz vorliegt, das ge-
stattet, alle Pridikate der Folge nacheinander wirklich zu bestimmen.

Der obige Beweis bleibt fiir diesen Fall giiltig, wenn es nur ge-
lingt, die Zahl d durch eine gesetzmiflige Folge, statt durch eine
Wahlfolge, zu definieren. Das ist leicht moglich, wenn man von
irgendeinem ungeldsten Problem, z. B. von der Frage nach dem
Auflreten ciner Sequenz 0123456789 in der dezimalen Entwicklung
von 7 Gebrauch machen kann; von dem Auftreten einer Sequenz
bei_der n-ten Ziffer nach dem Dezimalzeichen in 7 kann man es
abhingen lassen, ob man bei dem 7-ten Pridikat in der Pridikaten-
folge fiir d von derjenigen fiir ¢ abweicht. Dieser Beweis wird offen-
bar hinfillig, sobald die Frage iiber die Sequenz gel6st wird; dann
kann diese aber durch eine dhnliche ungeloste Frage ersetzt wer-
den, wenn es noch solche gibt. Man kann den Satz fiir gesetz-
miflige Folgen nur beweisen unter der Bedingung, dafl es immer
ungeloste Probleme geben wird. Genauer: der Satz ist richtig, wenn
es zwei durch gesetzmiflige Folgen bestimmte Zahlen gibt, fiir welche
die Frage, ob sic gleich oder verschieden sind, ein nachweisbar un-
16sbares Problem bildet; er ist falsch, wenn die Existenz von zwei
solchen Zahlen ungereimt ist. Das durch diese Bedingungen an-
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gedeutete Problem ist aber vollstindig unangreifbar; eben hierin
zeigen sich die Wahlfolgen den gesetzmifligen Folgen iiberlegen, dafl
siec die Mathematik von der Frage nach der Existenz unlosbarer
Probleme unabhingig machen.

Ich schliefe hier meine Betrachtungen iiber den Aufbau der
Mathematik ab, um noch etwas iiber die intuitionistische Aussagen-
logik zu sagen. Ich unterscheide zwischen Aussagen und Sitzen: ein
Satz ist die Behauptung einer Aussage. Eine mathematische Aussage
driickt eine bestimmte Erwartung aus; z. B. bedeutet die Aussage
»Die Eulersche Konstante C ist rational“ die Erwartung, man
konne zwei ganze Zahlen 4 und 4 finden, derart, dafl C = 4/b. Viel-
leicht noch besser als das Wort ,,Erwartung™ driickt das von den
Phinomenologen geprigte Wort ,,Intention aus, was hier gemeint
wird. Ich gebrauche das Wort ,,Aussage” auch fiir die durch die
Aussage sprachlich zum Ausdruck gebrachte Intention. Die Intention
geht, wie schon frither betont, nicht auf einen als unabhingig von uns
bestehend gedachten Sachverhalt, sondern auf ein als moglich gedach-
tes Erlebnis, wie es auch aus dem obigen Beispiel deutlich hervorgeht.

Die Behauptung einer Aussage bedeutet die Erfiillung der Inten-
tion, z. B. wiirde die Behauptung ,,C ist rational” bedeuten, man
habe die gesuchten ganzen Zahlen tatsichlich gefunden. Ich unter-
scheide die Behauptung von der entsprechenden Aussage durch das
Behauptungszeichen [— das von Frege herrithrt und auch von
Russell und Whitehead zu diesem Zweck gebraucht wird.
Die Behauptung einer Aussage ist selbst nicht wieder eine Aus-
sage, sondern die Feststellung einer empirischen Tatsache, nimlich
der Erfillung der durch die Aussage ausgedriidsten Intention.

Eine logische Funktion ist ein Verfahren, um aus einer gegebenen
Aussage eine andere Aussage zu bilden. Die Negation ist eine solche
Funktion; ibre Bedeutung hat Becker, im Anschlul an Hus-
serl, sehr deutlich beschricben. Sie ist nach ihm etwas durchaus
Positives, nimlich die Intention auf einen mit der urspriinglichen
Intention verbundenen Widerstreit. Die Aussage ,,C ist nicht ratio-
nal“ bedeutet also die Erwartung, man konne aus der Annahme,
C sci rational, einen Widerspruch herleiten. Es ist wichtig, zu be-
merken, daff die Negation einer Aussage immer auf ein Beweisver-
fahren, welches den Widerspruch herbeifithrt, Bezug nimmt, auch,
wenn in der urspriinglichen Aussage von keinem Beweisverfahren
die Rede ist. Als Zeichen fiir die Negation verwende ich —.

Fiir den Satz vom ausgeschlossenen Dritten brauchen wir noch
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die logische Funktion ,entweder — oder. p v g bedeutet diejenige
Intention, welche dann und nur dann erfiillt ist, wenn wenigstens
eine der Intentionen p und g erfiillt ist. Die Formel fiir den Satz
vom ausgeschlossenen Dritten wire |— p v — p. Man kann diesen
Satz fiir eine bestimmte Aussage p erst dann behaupten, wenn p ent-
weder bewiesen oder auf einen Widerspruch zuriickgefiihrt ist. Ein
Beweis fiir den allgemeinen Satz miifite also in der Angabe einer
Methode bestehen, nach der man, wenn eine beliebige Aussage ge-
geben wire, immer entweder diese Aussage selbst oder ihre Negation
beweisen konnte. Die Formel p v — p deutet also auf die Erwartung
einer mathematischen Konstruktion (Beweismethode), welche diese
Forderung erfiillt; das heifit, diese Formel ist eine mathematische
Aussage, und die Frage nach ihrer Giiltigkeit ist eine mathematische
Frage, welche, wenn iiberhaupt, mit mathematischen Mitteln 16sbar
ist. In diesem Sinn ist die Logik von der Mathematik abhingig.

Ich schliefe mit einigen Bemerkungen iiber die Frage nach der
Losbarkeit mathematischer Probleme. Ein Problem ist gegeben durch
eine Intention, deren Erfiillung gesucht wird. Es ist geldst, wenn
entweder dic Intention durch eine Konstruktion erfiille ist, oder
bewiesen ist, daf} sie auf einen Widerspruch fiihrt. Die Losbarkeits-
frage kann also auf die Beweisbarkeitsfrage zuriickgefiihrt werden.

Ein Beweis fiir eine Aussage ist eine mathematische Konstruktion,
welche selbst wieder mathematisch betrachtet werden kann. Die
Intention auf einen solchen Beweis ergibt also eine neue Aussage;
wenn wir die Aussage: ,,die Aussage p ist beweisbar® durch -+ p
andeuten, so ist + eine logische Funktion, die ,,Beweisbarkeit*. Die
Behauptungen |— p und |— -+ p haben genau dieselbe Bedeutung; denn
wenn p bewiesen ist, so ist auch die Beweisbarkeit von p bewiesen,
und wenn + p bewiesen ist, so hat sich die Intention auf einen
Beweis fiir p erfiillt, d. h. man hat p bewiesen. Trotzdem sind die
Aussagen p und -+ p nicht identisch; man macht sich das am besten
an einem Beispiel deutlich. Bei der Berechnung der Euler schen
Konstanten C kann es vorkommen, dafl ein bestimmter rationaler
Wert, sagen wir A, auflerordentlich lange in dem Intervall, darin
wir C immer enger einschlieflen, enthalten bleibt, so daf wir schliefl-
lich zu der Vermutung neigen, C sei==4, d. h. wir erwarten, daf§
wir A bei der Fortsetzung der Berechnung immer wieder in unserem
Intervall finden werden. Dabei brauchen wir noch durchaus nicht an
einen Beweis dafiir zu denken, dafl dieses immer zutreffen miisse.
Die Aussage + (C = A) enthilt also mehr als (C = A).
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Wenn man auf diese beiden Aussagen die Negation anwendet,
so erhilt man nicht nur zwei verschiedene Aussagen —p und —+ p,
sondern auch die Behauptungen |— — p und |— — 4+ p sind verschieden.
|——+ p bedeutet, daf} die Annahme einer solchen Konstruktion, wie
ste + p fordert, widerspruchsvoll ist; dann braucht die einfache Er-
wartung p noch nicht auf einen Widerspruch zu fithren. In unserem
Beispiel ist es so: Nehmen wir an, die Annahme einer Konstruktion,
welche beweist, daf A in jedem C enthaltenden Intervall liegt,
habe sich als widerspruchsvoll herausgestellt (— —+ p); dann braucht
noch nicht die Annahme, daff wir bei der wirklichen Berechnung
von C tatsichlich immer A in unserem Intervall finden werden,
auf einen Widerspruch gefiihrt zu sein. Der Fall ist selbst denkbar,
dafl wir beweisen konnten, die letztere Annahme konne niemals als
widerspruchsvoll erwiesen werden, so dafi wir zugleich |——+p
und |—~——p behaupten konnten. In diesem Fall wire die Frage,
ob C == A4, grundsitzlich unldsbar.

Der Unterschied zwischen p und -+ p verschwindet, sobald in p
selbst eine Konstruktion intendiert wird, denn die Mdglichkeit einer
Konstruktion kann nur durch ihre wirkliche Ausfiihrung bewiesen
werden. Wenn man sich auf solche Aussagen beschrinkt, in welchen
eine Konstruktion gefordert wird, tritt die logische Funktion der
Beweisbarkeit iiberhaupt nicht auf. Diese Beschrinkung kann hier-
durch erreicht werden, dafl man nur Aussagen der Form ,,p ist be-
weisbar® betrachtet, oder, anders gesagt, zu jeder Intention die In-
tention auf eine Konstruktion zu ihrer Erfiillung hinzugefiigt denkt.
In diesem Sinn mufl die intuitionistische Logik, soweit sie bisher
ohne Benutzung der Funktion -+ entwickelt ist, verstanden werden.
Die Einfilhrung der Beweisbarkeit wiirde grofle Komplikationen
nach sich ziehen; bei dem geringen praktischen Wert wiirde es sich
wohl kaum lohnen, diese in Einzelheiten zu verfolgen®). Uns hat
der Begriff hier zu der Einsicht gefiihrt, wie sich ein grundsitzlich
unlGsbares Problem denken [ifit.

Ich habe meine Absicht erreicht, wenn ich IThnen gezeigt habe, dafl
der Intuitionismus keine willkiirliche Annahmen enthilt, noch weniger
kiinstliche Verbote, etwa um die logischen Paradoxien zu vermeiden,
sondern dafl er den einzig mdglichen Weg bildet, von der einmal
angenommenen Grundeinstellung aus die Mathematik aufzubauen.

1) Die in diesem Absatz behandelte Frage fand ihre vollstindige Klirung erst
in einer nacdh der Tagung fortgesetzten Diskussion mit Herrn H. Freuden-
thal; das Resultat dieser Diskussion ist im vorhergehenden Text wiedergegeben.



