
Die intuitionistische Grundlegung der Mathematik 
Von 

Arend Heyting (Enschede, Niederlande) 

Das giel, das der intuitionistische Mathematiker sich setzt, ist 
folgendes. Er will Mathematik treiben als natiirliche Funktion des 
Intellekts, als freie, lebendige Aktivit~it des Denkens. Fiir ihn ist die 
Mathematik ein Erzeugnis des menschlichen Geistes. Die Spradae, 
sowohl die gew~hnliche wie die formalistische, gebraucht er nur zur 
Mitteilung, d. h. um andere oder sich selbst zum Nachdenken seiner 
mathematischen Gedanken zu veranlassen. Eine solche sprachliche 
Begleitung ist kein Bild der Mathematik, noch weniger die Mathe- 
matik selbst. 

Es entspricht der aktiven Einstellung des Intuitionisten wohl am 
besten, wenn wir gleich zum Aufbau der Mathematik iibergehen. 
Der wichtigste Baustein ist der Begriff der Einheit, zu dem als 
ardaitektonisches Prinzip die Reihe der ganzen Zahlen gehiSrt. 
Diese ganzen Zahlen miissen hier betrachtet werden als Einheiten, 
welche rich nur durch ihre Stellung in der Reihe voneinander unter- 
scheiden. Ich verzichte hier auf die weitere Zergliederung dieser Be- 
griffe, welche schon N a t o r p in seinen ,,Logischen Grundlagen der 
exakten Wissenschaf[en" durchgefiihrt hat in einer Weise, die, was 
die Hauptsachen betrifft, ziemlich gut mit der intuitionistischen 
Denkweise ~ibereinstimmt. Eine Bemerkung mui~ ich aber hervor- 
heben, weil sie fiir ein richtiges Verst~indnis wesentlich ist, n~imlich, 
dat] wir den ganzen Zahlen, und ~ihnlicherweise anderen mathemati- 
schen Gegenst~inden, eine Existenz unabh~ingig von unserem Denken, 
eine transzendente Existenz also, nicht zuschreiben. Vielleicht ist es 
wahr, da~ jeder Gedanke auf einen als unabhiingig yon ihm be- 
stehend gedachten Gegenstand Bezug nimmt; wit kSnnen das dahin- 
gestellt bleiben lassen. Jedenfalls braucht dieser Gegenstand nicht 
yore menschlichen Denken iiberhaupt unabh~ingig zu sein. Die mathe- 
matischen Gegenst~inde, wenn aud~ vielleidlt unabh/ingig vom ein- 
zelnen Denkakt, find ihrem Wesen nach dutch das mensdlliche 



Die intuitionistische Grundlegung der Mathematik xo7 

Denken bedingt. Ihre Existenz ist nur gesichert, insoweit sie durch 
Denken bestimmt werden k~nnen; ihnen kommen nur Eigenschaf~en 
zu, insoweit diese durda Denken an ihnen erkannt werden k~3nnen. 
Diese M~3glichkeit der Erkenntnis offenbart sich uns aber nur durch 
das Erkennen selbst. Der Glaube an die transzendente Existenz, 
der durch die Begriffe nicht gestiitzt wird, mug als mathematisches 
Beweismittel zuriickgewiesen werden. Hier liegt, wie ich gleida an 
einem Beispiel n~her er~rtern will, der Grund fiir den Zweifel an 
dem Satz vom ausgeschlossenen Dritten. 

Eingehend hat Herr  O s k a r B e c k e r die Probleme der mathe- 
matischen Existenz behandelt in seinem Buch fiber diesen Gegen- 
stand; er deckt auda mandaen Zusammenhang dieser Fragen mit den 
tiefsten philosophisdaen Problemen auf. 

Wir wenden uns wieder dem Aufbau der Mathematik zu. Bei der 
Einffihrung der Briidae als Paare yon ganzen Zahlen sti3t~t man 
nidat auf grunds~itzlidae Sdawierigkeiten; anders ist es bei der Defi- 
nition der Irrationalzahlen. Nada D e d e k i n d ist eine reelle Zahl 
dadurda definiert, daf~ jeder rationalert Zahl entweder das Pr~idikat 
,,links" oder das Pr~idikat ,,redats" zugeordnet ist, derart, daft der 
natfirlichen Ordnung der rationalen Zahlen genfigt wird. Wenn wit 
diese Definition genau so in der intuitionistischen Mathematik fiber- 
nehmen wollten, so w~ire es nidat sicher, daf~ die E u 1 e r sche Kon- 
stante C eine reelle Zahl ist. Ida brauche die Definition yon C nidat; 
es geniigt, zu wissen, daft sie auf eine Redaenvorsdarifi hinauskommt, 
welche gestattet, C in ein beliebig kleines rationales Intervall ein- 
zusdalie/~en. (Ein rationales Intervall ist ein Intervall, dessen End-  
punkte rationale Zahlen find; der Ausdruck ,,einschliegen" ist un- 
genau, well noda gar keine Ordnungsbeziehungen yon C zu den 
rationalen Zahlen definiert find, aber praktisda und deutlich; es 
handelt sich um die Beredanung einer Reihe von rationalen Inter- 
vallen, deren jedes im vorigen enthalten ist, und welche man immer 
so welt fortsetzen kann, daft das letzte Intervall kleiner ist als eine 
beliebig vorgegebene Grenze.) Durda diese Vorsdarif~ ist aber noch 
kein Mittel gegeben, ffir eine beliebige rationale Zahl A zu ent- 
scheiden, ob sie links oder rechts yon C liegt oder vielleicht gleida 
C ist, und das ist es, was die D e d e k i n  d sdae Definition, intuitio- 
nistisda aufgefa~t, verlangen wiirde. 

Nun ist der fibliche Einwand gegen diesen Gedankengang, es 
madae nidats aus, ob man es entscheiden k/Snne, aber wenn nidat 
A = C, so sei entweder A ~ C oder A ~ C, und die letztere Alter- 
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native entscheide sich nach einer endlichen, wenn auch vielleicht 
unbekannten Anzahl N yon Schritten in der Berechnung yon C. 
Ich" brauche den Einwand nur ein wenig anders zu formulieren, um 
ihn zu widerlegen. Er kann n~imlich nur folgende Bedeutung haben: 
entweder es existiert eine natiirliche Zahl N mit der Eigenschaf~, 
daft sich nach N Schritten in der Berechnung yon C entweder A < C 
oder A > C  herausstellt, oder eine solche Zahl N existiert nicht; 
dann ist natiirlich A ~ C. Nun bedeutet aber, wie wir gesehen haben, 
die Existenz yon N nichts anderes als die M/Sglichkeit, eine Zahl 
mit der geforderten Eigenschat~ wirklich aufzuweisen, und die Nicht- 
existenz bedeutet die MSglichkeit, diese Eigenschaf~ auf einen Wider- 
spruch zuriid~zufiihren. Weil wir nicht wissen, ob eine dieser MiSg- 
lichkeiten besteht, k~Snnen wir nicht behaupten, daft N entweder 
existiert oder nicht existiert. In diesem Sinn kann man sagen, daft der 
Satz vom ausgeschlossenen Dritten hier nicht angewandt werden darf. 

Die D e d e k i n d sche Definition ist also in ihrer urspriinglichen 
Form fiir die intuitionistische Mathematik unbrauchbar. B r o u w e r 
hat sie in folgenderWeise verbessert: Man denke sich die rationalen 
Zahlen in irgendeiner Weise abgez~ihlt; zur Vereinfachung be- 
schr~inke ich mi& auf die Zahlen des abgeschlossenen Einheitsinter- 
vails und lege immer diese Abz~ihlung zugrunde: 

o, x, �89 �89 ~, �88 t, ~, ~, ~, ~ . . . . . . . . . .  (A) 

Eine reelle Zahl wird bestimmt durch eine Einschaltungsteilung in der 
Reihe (A); das heiflt, dutch ein Gesetz, welches jeder rationalen 
Zahl der Reihe nach das Pr~idikat ,,links" oder ,,rechts" zuordnet, 
derart, daft der nath'rlichen Ordnung der rationalen Zahlen geniigt 
wird; es wird aber zugelassen, dab auf jeder Stufe eine einzige 
Zahl yon dieser Zuordnung ausgenommen bleibt. Zum Beispiel: das 
Gesetz sei so beschaffen, daft die Pr~idikatenreihe wie folgt anf~ngt: 

o,  i ,  �89 ~, 3, 3, t ,  ~, 9, ~, ~ . . . . . . . . . .  
1, r, 1, 1, ?, 1, 

Hier ist ~ vorl~iufig yon der Zuordnung ausgenommen; man braucht 
nicht zu wissen, ob das Pr':idikat fiir ~ jemals bestimmt wird, es ist 
aber auch m/Sglich, daft ~ als neue Ausnahmezahl auftritt und ~ also 
das Pr~idikat ,,links" erh~ilt. 

Es ist leicht, zu der E u I e r schen Konstanten eine Einschaltungs- 
teilung anzugeben. Es sei n~imlich d n die kleinste der Differenzen 
zwischen zwei aufeinanderfolgenden unter den ersten n Zahlen 
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aus (A); setzt man nun die Berechnung yon C so weit fort, dai~ das 
erhaltene rationale Intervall i kleiner als d n ist, so kann h/Schstens 
eine yon diesen n Zahlen innerhalb i fallen; wenn es eine solche 
gibt, tritt sie fiir die Einschaltungsteilung als Ausnahmezahl auf. 
Man sieht hieraus, wie eng die B r o u w e r sche Definition sich an 
die wirkliche Berechnung einer reellen Zahl anschlie~t. 

Nun kann man hier noch einen wichtigen weiteren Schritt machen. 
Die Forderung, dai~ die Pr~idikatenreihe durch ein Gesetz bis ins un- 
endliche bestimmt ist, kann man fallen lassen; es geniigt, wenn sie 
in irgendeiner Weise, z. B. durch freie Wahlen, nach und nach be- 
stimmt wird; ich nenne solche Folgen unbeschr~inkt fortsetzbar. Die 
Definition der reellen Zahl wird also in der Weise erweitert, dat~ 
statt gesetzm~iflige Folgen auch unbeschr~inkt fortsetzbare Folgen 
zugelassen werden. Bevor ich n~iher auf diese neue Definition ein- 
gehe, betrachte ich ein einfaches Beispiel. Ich range mit einer links- 
rechts-Wahlfolge so an" 

O, I ,  J~, ~, s l ,  �88 �88 ~, ~, ~, "to, �9 . . . . . . . .  

1, r, I, 1, r, I, r, I, 1, 

Hier kann die Frage, welches Pr~idikat ~ erh~ilt, noch nicht beant- 
wortet werden, weil das eben noch entschieden werden muff; da- 
gegen kann die Frage nach dem Pr~idikat yon ~ schon jetzt mit 
,,rechts" beantwortet werden, weil das fiir jede Fortsetzung der 
Folge gilt. Im allgemeinen sind nur diejenigen Fragen in bezug auf 
eine unbeschr~inkt fortsetzbare Folge einer bestimmten Antwort 
f~ihig, welche sich auf jede m~Sgliche Fortsetzung der Folge beziehen; 
andere Fragen, wie oben diejenige nach dem Pr~idikat von ~, miissen 
somit als sinnlos betrachtet werden. Die Wahlfolge ersetzt also 
nicht sosehr die einzelne gesetzm~iflige Folge als vielmehr die Ge- 
samtheit aller mSglichen Gesetze. Eine rechts-links-Wahlfolge, deren 
Freiheit nur dutch die aus der natiirlichen Ordnung der rationalen 
Zahlen hervorgehenden Bedingungen eingeschr~inkt wird, bestimmt 
nicht eine reelle Zahl, sondern die Menge aller reellen Zahlen, oder 
das Kontinuum. W~ihrend man sonst jede reelle Zahl einzeln deft- 
niert denkt und nachher diese Zahlen zusammenfat~t, wir'd hier das 
Kontinuum als Ganzes definiert. Wenn man die Wahlfreiheit durch 
zuvor gegebene Regeln einschr~inkt, erh~ilt man Mengen von reellen 
Zahlen; z. B. indem ida vorschreibe, die Folge miisse so anfangen, 
wie ich es soeben aufgeschrieben habe, definiere ida die Menge der 
reellen Zahlen zwischen �89 und ~. Durch immer engere Einschr~inkung 
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ihrer Freiheit geht die unbeschr/inkt fortsetzbare Folge stetig in eine 
gesetzm~iflige Folge fiber. 

Ich habe hier das Wort ,,Menge" genau im B r o u w e r schen Sinn 
gebraucht; seine Mengendefinition ist eine Verallgemeinerung dieser 
Begriffsbildung. Neben den Wahlfolgen betrachtet er auch solche 
Folgen, die aus einer Wahlfolge durch ein Zuordnungsgesetz hervor- 
gehen. Eine Menge enth~ilt zwei Gesetze: das erste gibt an, welche 
Wahlen yon natiirlichen Zahlen erlaubt sind, nachdem eine bestimmte 
endliche Reihe von erlaubten Wahlen gemacht worden ist. Es muff 
so beschaffen sein, daf~ nach jeder endlichen Reihe von erlaubten 
Wahlen wenigstens eine neue erlaubte Wahl bekannt ist. Ein Bei- 
spiel fiir ein Gesetz dieser Art wird fiir die soeben betrachteten 
links-rechts-Folgen dutch die natiirli&e Ordnung der rationalen 
Zahlen gegeben. Zweitens enth/ilt die Menge ein Gesetz, das jeder 
erlaubten Wahl einen mathematischen Gegenstand zuordnet, der 
natiirlida auch yon den friiher schon gemachten Wahlen abh/ingen 
kann; hierbei wird zugelassen, daf~ die Zuordnung bei einer be- 
stimmten Wahl beendet wird und sodann jeder weiteren Wahl nichts 
mehr zugeordnet ist. Eine Folge, welche durch das Zuordnungsgesetz 
aus einer erlaubten Wahlfolge hervorgeht, heiflt Element der Menge. 

Um das vorher angefiihrte Beispiel der Menge der rationalen 
Zahlen zwischen �89 und ~ unter diese allgemeine Definition zu 
bringen, ersetzen wir die Pr~idikate ,,rechts", ,,links", ,,vorl~iufig un- 
bestimmt" durch i, z, 3, leiten das Gesetz fiir die erlaubten Wahlen 
aus der natiirlichen Ordnung der rationalen Zahlen und aus der 
Forderung, die Folge solle in einer bestimmten Weise anfangen, her, 
und w~ihlen fiir das Zuordnungsgesetz die Identit~it. 

Eine Menge ist nicht Inbegriff ihrer Elemente (das hat keinen 
Sinn, wean man diese nicht als an rich existierend betrachtet), son- 
dern wird mit ihrem definierenden Gesetz identifiziert. Zwei 
Mengenelemente heiflen gleich, wenn fiir jedes n in beiden an 
der n-ten Stelle gleiche Gegenst~inde stehen. Die Gleichheit von 
Mengenelementen besagt also nicht, daf~ sie dasselbe Element sind; 
dazu miigten fie in derselben Menge derselben Wahlfolge zugeordnet 
sein. Es w~ire unpraktisch, zwei mathematische Gegenst/inde nur dann 
gleida zu nennen, wenn fie derselbe Gegenstand sind; vielmehr muf~ 
fiir jede Art yon Gegenst~inden eine eigene Gleidaheitsdefinition 
aufgestellt werden. 

Die durch eine kennzeichnende Eigenschaf~ ihrer Elemente deft- 
nierten Mengen (klassische Terminologie) nennt B r o u w e r Spezies. 
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Eine Spezies wird, ebensowenig wie eine Menge, als Inbegriff ihrer 
Elemente betrachtet, sondern mit ihrer definierenden Eigenschaf~ 
identifiziert. Impr~idikative Definitionen sind schon hierdurch unm~Sg- 
lich, daft, wie fiir den Intuitionisten von selbst spridat, als Elemente 
einer Spezies nur vorher definierte Gegensfiinde auftreten k~nmen. 
Daraus ergibt sich eine stufenweise Einfiihrung der Spezies. Die 
erste Stufe bilden die Mengenspezies, deren clefinierende Eigenschafi 
in der Identit~it mit einem Element einer bestimmten Menge besteht; 
so gehSrt zu jeder Menge M die Mengenspezies derjenigen Mengen- 
elemente, die einem Element von M gleich sindl). Eine Spezies erster 
Ordnung kann Mengenelemente und Mengenspezies enthalten; eine 
Spezies zweiter Ordnung hat auf~erdem Spezies erster Ordnung als 
Elemente usw. 

Die Einfiihrung der unbeschr~inkt fortsetzbaren Folgen geht nicht 
mit Notwendigkeit aus dem intuitionistischen Standpunkt hervor. 
Man kSnnte eine intuitionistische Mathematik ohne Wahlfolgen 
aufbauen. Wie sehr man dadurch die Mathematik verarmen wiirde, 
zeige ich an dem folgenden mengentheoretischen Satz fiber das Kon- 
tinuum, dessen Beweis zugleich als Beispiel fiir einen intuitionisti- 
schen Gedankengang dienen kann. 

Es sei jeder reellen Zahl durch ein Gesetz eine natiirlidae Zahl 
als ihre Nummer zugeordnet. Wir nehmen an, dat~ die reellen Zah- 
len a und b verschiedene Nummern haben, z. B. I u n d  2. Dann 
kann man dutch eine einfache Konstruktion eine dritte Zahl c be- 
stimmen, welche die folgende EigenschafL hat: in jeder noch so 
kleinen Umgebung von c gibt es eine anders als c genummerte Zahl; 
das heif~t, jedes endliche Anfangssegment der Einschaltungsteilung, 
die c definiert, kann so fortgesetzt werden, daft man eine anders 
a l s c  genummerte Zahl bekommt. Nun definiere ich die Zahl d 
mittels einer Wahlfolge wie folgt: Ich range an wie fiir c, behalte 
mir aber die Freiheit vor, von einer beliebigen Wahl an anders fort- 
zufahren als fiir c. Offenbar wird die Nummer yon d nach keiner 
vorher bekannten endlichen Anzahl yon Wahlen bestimmt; folglich 
ist d gar keine bestimmte Nummer zugeordnet. Das widerspricht der 
Voraussetzung, daf~ jede reelle Zahl ihre Nummer hat, so daf~ sich 
unsere Annahme von zwei verschieden genummerten Zahlen a und 
b als widerspruchsvoll erweist. Da nun zwei nadirliche Zahlen, die 
nicht verschieden sein k~nnen, gleich sind, haben wir folgenden Satz: 

1) Die Definition der Mengenspezies entnehme ich einer Mitteilung yon Herrn 
Prof. B r o u w e r .  
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Wenn jeder reellen Zahl eine Nummer zugeordnet ist, so haben 
sie alle dieselbe Nummer. 

Als Sonderfall hebe ida hervor: 
Wenn ein Kontinuum in zwei Teilspezies zerlegt ist, derart, dafg 

jedes Element zu einer und nur einer dieser Teilspezies gehSrt, so 
ist eine Teilspezies leer, die andere mit dem Kontinuum identisda. 

Zum Beispiel kann das Einheitskontinuum nidat zerlegt werden 
in die Spezies der Zahlen zwischen o und �89 u n d  die Spezies der 
Zahlen zwisdaen .~ und i; die soeben angegebene Konstruktion 
liefert hier eine Zahl, yon der niemals entschieden zu werden 
braucht, ob sie kleiner oder grSt~er als �89 ist. Auch die S~itze fiber 
die Stetigkeit einer in einem Intervall bestimmten Funktion h/ingen 
mit obigem Satz zusammen; der B r o u w e r sdae Satz yon der 
gleichm/ifiigen Stetigkeit jeder vollen Funktion geht aber weit fiber 
diese Ergebnisse hinaus. 

Wir wollen uns jetzt fragen, was aus dem oben bewiesenen Satz 
wird, wenn man in der Mathematik keine unbeschr/inkt fortsetzbare 
Folgen zul/igt. An Stelle des Kontinuums miif~te dann die Spezies 
der durch gesetzm/it~ige Folgen definierten Zahlen treten. Diese Defi- 
nition ist zul~issig, wenn man sie nur so auftat~t, dat~ eine Zahl erst 
dann zu dieser Spezies gehiSrt, wenn ein Gesetz vorliegt, das ge- 
stattet, alle Pr~idikate der Folge nadaeinander wirklida zu bestimmen. 

Der obige Beweis bleibt fiir diesen Fall giiltig, wenn es nur ge- 
lingt, die Zahl d durda eine gesetzm~ilgige Folge, statt durda eine 
Wahlfolge, zu definieren. Das ist leidat mSglida, wenn man von 
irgendeinem ungeliSsten Problem, z. B. von cler Frage nada dem 
Aufireten einer Sequenz oi23456789 in der dezimalen Entwicklung 
yon ~ Gebrauda madaen kann; von dem Auf[reten einer Sequenz 
be i  der n-ten Zifter nada dem Dezimalzeidaen in ~ kann man es 
abh/ingen lassen, ob man bei dem n--ten Priidikat in der Pr/idikaten- 
folge fiir d von derjenigen fiir c abweidat. Dieser Beweis wird often- 
bar hinf~illig, sobald die Frage fiber die Sequenz gel/Jst wird; dann 
kann diese aber dutch eine iihnlidae ungel6ste Frage ersetzt wer- 
den, wenn es noda solche gibt. Man kann den Satz fiir gesetz- 
m~is Folgen nur beweisen tinter der Bedingung, datg es immer 
ungel6ste Probleme geben wird. Genauer: der Satz ist ridatig, wenn 
es zwei dutch gesetzm~is Folgen bestimmte Zahlen gibt, fiir welche 
die Frage, ob sie gleida oder versdaieden sind, ein nachweisbar un- 
liSsbares Problem bildet; er ist falsch, wenn die Existenz yon zwei 
soldaen Zahlen ungereimt ist. Das durda diese Bedingungen an- 
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gedeutete Problem ist aber vollst~indig unangreifbar; eben hierin 
zeigen sida die Wahlfolgen den gesetzm~iBigen Folgen iiberlegen, daB 
sie die Mathematik yon der Frage nach der Existenz unl/Ssbarer 
Probleme unabh~ingig madaen. 

Ida schlieBe hier meine Betradatungen iiber den Aufbau der 
Mathematik ab, um noch etwas iiber die intuitionistisdae Aussagen- 
logik zu sagen. Ida unterscheide zwischen Aussagen und S~itzen: ein 
Satz ist die Behauptung einer Aussage. Eine mathematisdae Aussage 
driickt eine bestimmte Erwartung aus; z. B. bedeutet die Aussage 
,,Die E u l e r sdae Konstante C ist rational" die Erwartung, man 
kiSnne zwei ganze Zahlen a und b finden, derart, dab C ~ a/b. Viel- 
leidat noda besser als das Wort ,,Erwartung" driidit das von den 
Ph~inomenologen gepr~igte Wort ,,Intention" aus, was hier gemeint 
wird. Ida gebraudae das Wort ,,Aussage" auda fiir die durda die 
Aussage spradalida zum Ausdruck gebradate Intention. Die Intention 
geht, wie schon friiher betont, nicht auf einen als unabh~ingig yon uns 
bestehend gedachten Sachverhalt, sondern auf ein als m~Sglida gedach- 
tes Erlebnis, wie es auda aus dem obigen Beispiel deutlich hervorgeht. 

Die Behauptung einer Aussage bedeutet die Erfiillung der Inten- 
tion, z. B. wiirde die Behauptung ,,C ist rational" bedeuten, man 
habe die gesudaten ganzen Zahlen tats~ichlida gefunden. Ida unter- 
sdaeide die Behauptung yon der entsprechenden Aussage durch das 
Behauptungszeidaen l-- das ~r F r e g e herriihrt und auch yon 
R u s s e 11 und W h i t e h e a d zu diesem Zwedi gebraucht wird. 
Die Behauptung einer Aussage ist selbst nidat wieder eine Aus- 
sage, sondern die Feststellung einer empirisdaen Tatsache, n~imlida 
der Erfiillung der durch die Aussage ausgedriickten Intention. 

Eine logische Funktion ist ein Verfahren, um zus einer gegebenen 
Aussage eine andere Aussage zu bilden. Die Negation ist eine soldae 
Funktion; ihre Bedeutung hat B e ck e r ,  im AnschluB an H u s - 
s e r l ,  sehr deutlida besdarieben. Sie ist nada ihm etwas durdaaus 
Positives, n,imlida die Intention auf einen mit der urspriJnglichen 
Intention verbundenen Widerstreit. Die Aussage ,,C ist nidat ratio- 
nal" bedeutet also die Erwartung, man k/Snne aus der Annahme, 
C sei rational, einen Widerspruda herleiten. Es ist widatig, zu be- 
merken, dab die Negation einer Aussage immer auf ein Beweisver- 
fahren, welches den Widerspruda herbeifiihrt, Bezug nimmt, auda, 
wenn in der urspriinglidaen Aussage yon keinem Beweisverfahren 
die Rede ist. Als Zeichen fiir die Negation verwende ida --1. 

Fiir den Satz vom ausgesdalossenen Dritten braudaen wir noah 



z z 4 Arend Heyting 

die logische Funktion ,,entweder - -  oder", p v q bedeutet diejenige 
Intention, welche dann und nur dann erffiUt ist, wenn wenigstens 
eine der Intentionen p und q erfiillt ist. Die Formel ffir den Satz 
vom ausgeschlossenen Dritten w~ire I--P V-7 P. Man kann diesen 
Satz ffir eine bestimmte Aussage p erst dann behaupten, wenn p ent- 
weder bewiesen oder auf einen Widerspruch zurfickgeffihrt ist. Ein 
Beweis fiir den allgemeinen Satz miit~te also in der Angabe einer 
Methode bestehen, nach der man, wenn eine beliebige Aussage ge- 
geben w~ire, immer entweder diese Aussage selbst oder ihre Negation 
beweisen k~nnte. Die Formel p V -7 P deutet also auf die Erwartung 
einer mathematischen Konstruktion (Beweismethode), welche diese 
Forderung erffillt; das heiflt, diese Formel ist eine mathematische 
Aussage, und die Frage nach ihrer Giiltigkeit ist eine mathematische 
Frage, welche, wenn iiberhaupt, mit mathematischen Mitteln 16sbar 
ist. In diesem Sinn ist die Logik vonde r  Mathematik abh~ingig. 

Ich schliefle mit einigen Bemerkungen fiber die Frage nach der 
L~sbarkeit mathematischer Probleme. Ein Problem ist gegeben durch 
eine Intention, deren Erffillung gesucht wird. Es ist gelSst, wenn 
entweder die Intention durd~ eine Konstruktion erfiillt ist, oder 
bewiesen ist, dat~ sie auf einen Widerspruch ffihrt. Die L~Ssbarkeits- 
frage kann also auf" die Beweisbarkeitsfrage zuriickgef[ihrt werden. 

Ein Beweis ffir eine Aussage ist eine mathematische Konstruktion, 
weldle selbst wieder mathematisch betrachtet werden kann. Die 
Intention auf einen sold~en Beweis ergibt also eine neue Aussage; 
wenn wir die Aussage: ,,die Aussage p ist beweisbar" durch + p 
andeuten, so ist + eine logische Funktion, die ,,Beweisbarkeit". Die 
Behauptungen ]-- p und 1-- + p haben genau dieselbe Bedeutung; denn 
wenn p bewiesen ist, so ist auch die Beweisbarkeit yon p bewiesen, 
und wenn + p bewiesen ist, so hat sich die Intention auf einen 
Beweis fiir p erffillt, d. h. man hat p bewiesen. Trotzdem sind die 
Aussagen p und + p nicht identisch; man macht sich das am besten 
an einem Beispiel deutlich. Bei der Berechnung der E u 1 e r schen 
Konstanten C kann es vorkommen, dat~ ein bestimmter rationaler 
Wert, sagen wit A, auf~erordentlich lange in dem Intervall, darin 
wir C immer enger einschlieflen, enthalten bleibt, so dab wir schliefl- 
lich zu der Vermutung neigen, C sei ~ A, d. h. wir erwarten, daf~ 
wir Abei  der Fortsetzung der Berechnung immer wieder in unserem 
Intervall finden werden. Dabei brauchen wir noch durchaus nicht an 
einen Beweis dafiir zu denken, dat~ dieses immer zutreffen mfisse. 
Die Aussage q- (C ~--- A) enth/ilt also mehr als (C ~--~ A). 
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Wenn man auf diese beiden Aussagen die Negation anwendet, 
so erh~ilt man nicht nur zwei verschiedene Aussagen -7 P und --1 + p, 
sondern auch die Behauptungen i -  -7 P und 1-- --1 + P sind verschieden. 
[---] + p bedeutet, daft die Annahme einer solchen Konstruktion, wie 
sie + p fordert, widerspruchsvoll ist; dann braucht die einfache Er- 
wartung p noch nicht auf einen Widerspruch zu fiihren. In unserem 
Beispiel ist es so: Nehmen wlr an, die Annahme einer Konstruktion, 
welche beweist, daft A in jedem C enthaltenden Intervall liegt, 
habe sich als widerspruchsvoll herausgestellt ([-- --I + P); dannbraucht 
noch nicht die Annahme, daft wir bei der wirklichen Berechnung 
yon C tats~ichlich immer A in unserem Intervall finden werden, 
auf einen Widerspruch gefiihrt zu sein. Der Fall ist selbst denkbar, 
da/~ wir beweisen kSnnten, die letztere Annahme k/Snne niemals als 
widerspruchsvoll erwiesen werden, so daf~ wir zugleich I---qq-p 
und ]---I--IP behaupten k/Snnten. In diesem Fall w~ire die Frage, 
ob C ~---A, grunds~itzlich unlSsbar. 

Der Unterschied zwischen p und q-p  verschwindet, sobald in p 
selbst eine Konstruktion intendiert wird, denn die M/Sglichkeit einer 
Konstruktion kann nur durch ihre wirkliche Ausftihrung bewiesen 
werden. Wenn man sich auf solche Aussagen beschr~inkt, in welchen 
eine Konstruktion gefordert wird, tritt die logische Funktion der 
Beweisbarkeit iiberhaupt nidat auf. Diese Beschr~inkung kann hier- 
durch erreicht werden, daf~ man nur Aussagen der Form ,,p ist be- 
weisbar" betrachtet, oder, anders gesagt, zu jeder Intention die In- 
tention auf eine Konstruktion zu ihrer Erf/illung hinzugefiigt denkt. 
In diesem Sinn mug die intuitionistische Logik, soweit fie bisher 
ohne Benutzung der Funktion + entwickelt ist, verstanden werden. 
Die Einfiihrung der Beweisbarkeit wiirde grol~e Komplikationen 
nach rich ziehen; bei dem geringen praktischen Wert wiirde es rich 
wohl kaum lohnen, diese in Einzelheiten zu verfolgenl). Uns hat 
der Begriff hier zu der Einsicht gefiihrt, wie sich ein grundsiitzlich 
unli3sbares Problem denken l~ftt. 

Ich habe meine Absicht erreicht, wenn ida Ihnen gezeigt habe, daft 
der Intuitionismus keine willkiJrliche Annahmen enth~ilt, noda weniger 
kiinstliche Verbote, etwa um die logisdaen Paradoxien zu vermeiden, 
sondern daft er den einzig mSglichen Weg bildet, yon der einmal 
angenommenen Grundeinstellung aus die Mathematik aufzubauen. 

a) Die in diesem Absatz behandelte Frage land ihre vollst~indige Kl~irung erst 
in einer nadl der Tagung fortgesetzten Diskussion mit Herrn H. F r e u d e n -  
t h a 1; das Resultat dieser Diskussion ist im vorhergehenden Text wiedergegeben. 


