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Die Kopplungsm6gl ichkei ten der Quantenvektoren 
im Atom. 

Von S. Goudsmit  und G. E. Uhlenbeek  in Leiden. 

(Eingegangen am 27. November 1925.) 

An einem einfaehen Beispiel werden formell die verschiedenen Kopplungsmiiglieh- 
keiten der Land4sehen Quantenvektoren untersucht. Die g-Formeln werden be- 

reehaet. Das Verzweigungsprinzip bekommt eine einfaehe Interpretation. 

w 1. B e z e i c h n u n g e n .  Im Anschlul~ an P a u l i l )  kann man jedem 

Elektron in einem Atqm die Quantenvektoren R und K zuordnen ~). Im 

ganzen Atom setzen sich im allgemeinen die R der Elektronen zusammen 

zu einer Resultante, welche wir ~ nennen werden, w~hrend die K zu- 

sammen~ Restfitante /~  bilden a). Die totale Resultante yon allen R 

und K, also die Resultante yon R und /~, bezeiehnen wir mit J. 

Es kSnnen aber beim Anfbau des Atoms noch andere Miigllchkeiten 

auftreten, wovon wir einlge in dieser Arbeit besprechen werden. 

Wir  denken u_us der Einfachheit halber ein Ion, das die Quanten- 

vektoren R~ und K 1 t) tragt, und fiigen ein Elektron mit den Vektoren 

R~ und K 2 5) hinzn. Das ganze A~om denken wit  uns in einem itui3eren 

~Iagnetielde. 

Die Vektoren R1, K1, R 2 trod K~ kiinnen nun auf viele verschiedene 

Weisen mitelnander gekoppelt sein. Wenn zwei dieser Vektoren ge- 

koppelt sind und also eine Resultante bilden, werden wir sie in der 

fo]genden LisLe zwischen () setzen. Fiir die Kopplung dieser Resultante 

mit elnem dritten Vektor oder einer anderen Resultante werden wlr { } 

und schlie~lich noeh [] benutzen. 

1) W. Paul i  jr., ZS. f. Phys. 81, 765, 1925. 
~) S. Goudsmit ,  ebenda 82, 794, 1925; W. Heisenberg ,  ebenda 82, 841, 

1925; F. Hund,  ebenda 83, 345, 1925. 
s) In anderen Publikationen wird K oft mit l oder J5 bezeichnet. 
~) Vgl. S. 622. 
5) Wir w~hlen die Hauptquantenzahl n des Elektrons so, daft wit die 

Paulischen Grundtermbeschritnkungen nicht zu beriicksichtigen brauchen- 
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Solange man fiber die Bedeutung yon R und K nichts sicheres weil], 
sollte man eigentlich alle m~gllchen Kopplungen betrachten. Wir werden 
uns jedoeh nur uuf die folgenden besehranken : 

1. {(R1 K1) (Re ge) } 5. (R1 K1) (Re K~) 
2. [{(R~K1)R~} Ke] 6: (R1g l )Rege  
3. {(R1Re)(K1Ke) } 7. {(I:tlK1)R~,}K~ 
4. [{(/~1 Re)K1) Ke] 8. (R1Re) (KIK~) 

9. (R1 Re) K1 Ke 
lO. {(R1Re)K1}Ke 
11. R1R~ K1 K2 

I_m folgenden werden wir die Resultunten (/t 1 K1) und (R e Ke) mit 
J1 bzw. Je bezeichnen. (R1Re) und (K1Ke) nennen wir, wie oben 
schon angegeben ist, R und K. Welter bezeichnen wir die Resultante 

{(R 1K1) Re} oder {J1 Re} mi t / t '  -und {(R,/~e) K~} oder (R K~) mit R". 
Unter g (J1), g (J) usw. verstehen wir den Land~schen Aufspaltungs- 

faktor g, weleher zum Vektor Jr bzw. ] usw. gehiirt. 
Wir werden hauptsachlich die g-Werte ffir die versehiedenen F~lle 

betrachten, es wird aber prinzipiell nicht schwierig sein, z. B. auch die 
Kronigschen Intensitatsformeln 1) und die Land~sche Intervallregel 
auf diese F~tlle uuszudehnen. 

Alle Vektoren sind 'in der Land~sehen Normierung angegeben, 
d. h. wenn ein Vektor Z aus den Vektoren X und Y zusammengesetzt 
ist, so sind seine Werte besehrankt durch die Formel 

~<Z<X + y - -~ .  Ix -Yl+~  
Der Au~spaltungs~ak~or g (Z) berechnet sieh dann naeh der Formel ~): 

Z 2 1 ._~_ X 2  : ] ( - - 2  Z 2 _ _ X  _~_ 
g ( z )  = - -  ~ g ( ~ ) .  

2 ( z  ~ - -  1_)~ g ( x )  ~ 2 ( z  ~ - -  }) 

In unseren Betraehtungen nehmen wir als gegeben an die Wer~e yon 
R1, K~, R2, K 2 und weiter, dal] 

g (R,) = g (R,) = 2 
und 

g (El) = g (g~) = L 

w 2. Die v e r s c h i e d e n e n  F~lle.  

L { (RIKJ (he Z~)} = (J, Je). 

Das Jx ~ (R1 K1) des Ions bildet mit dem Je = (Re Ks) des Elektrons 
die totale.Resultante J. Dies bedentet, dal] die Wechselwirkung zwischen 
Ion und Elektron so klein ist, dal~ hierdureh die Kopplungen yon R 1 

1) R. de L. Kronig, ZS. f. Phys. 81, 885, und 88, 261, 1925. 
e) E. Back and A. Land~. Zeemaneffckt and ~ultiplettstruktur, w 9. 
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mit  K~ und yon R~ mit  K,  nieht zerst~irt werden. 
schwach, da J,  und J ,  noch gekoppel~ sind. 

Die g-Werte berechnen sieh fiir diesen Fall  

F ormeln: 

g(J )  = 

worin : 

g (J~) = 

= 1 +  

ebenso : 

a( ] . )  = ~ +  

Das aul]ere Feld ist 

aus den folgenden 

+ 
2(J~ -~)  

1 + R ~ - - K ~  J12- -~  

1 J~ - -  ~ + R~ - -K~ 
2 (J~ - �88 

- - ~  + R ~ - - K ~  
~(j~_l) 

1g~_~g~ 

2 ( 2  ~ - ~) 
g (J~), 

J~--i R~ + K~ 
2 (J~ - -  l) g (K,) 

Diese g-Werte sind yon einem yon uns schon frtiher veriiffentlicht *). 

2. [{(R1K,)/~2} K~] = {(J, R2)K~} = (/~'K2). 

In  diesem Falle hat die Wechselwirkung zwisehen Ion und Elektron 

dio Kopplung zwischen R 2 und K s des Elektrons durchbrochen, wahrend 
/~j und K 1 des Ions noch gekoppelt  slnd. Das/~2 des Elektrons ist mit  
dem J1 des Ions zu elner Resultante R '  gekoppelt. Die ~otale Resul- 

tante J ist jetzt aus R '  und K 2 des Elektrons zusammengesetzt und 
durchlauft also die Werte:  

I/~'-- K2 [ + -~ < 3 < / ~ '  + K2 - -  -~-. 

Das ~ul]ere Feld ist wieder sehwach. 
Das Verzweigungsprinzip yon L a n d 6  und H e l s e n b e r g  2) bekommt 

~etzt eine elnfaehe Bedeutung, denn R' hat die Werte  

und da fiir ein Elektron R 2 = 1, ist also 

R' = J, +~, 
grfil~er und kleiner als die d. h. die R ' -Werte  des Atoms sind um 

J v W e r t e  des Ions. 
Wie wir sehen werden, liefert dieser Fal l  fiir Neon die bekaun~e 

Besehrelbung des Spektrums als elnes Einfaeh-Triplet~-Triplett-Quintett- 
Systems 8). 

x) S. Goudsmit ,  Naturw. 18, 1090, 1925; Physica 5, 419, 1925. 
2) A. Land~ und W: tIei :senberg,  ZS~ f. Phys. 25, 279, 1924. 
3) A. LandS, ebeuda I7, 292, 1923. 
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Die g-Werte finder man aus den Formeln: 

q (J-) ~2 ' + .R '~ - -  K~ ~2 , R '~ + K~ - =  - - ~  g ( R ' ) +  ~ 1, 
2 ( 3  '~ - -  ~) 2 (2  '~ - -  �88 

worin : 
1 /~2 R ' 2  1 j12 ~_ /~92 

g ( ~ ' )  R ' ~ - - ~  + J ~ - -  ~ ~ - . 2  
2 (R '2 - -  [) g (J~) @ 2 (R '2 - -  [) 

und g (J1) wie oben. 

Fiir N e o n  liefern diese Formeln die von H u n d  1) aUf andere Weise 
berechneten g-Werte. 

3. {(R] S , )  (g~ K~)} = (R K)  

Die Weehselwirkung zwisehen Ion und Elektron ist grol], R 1 ist 
m i t / ~  und K~ mit K~ gekoppelt. Das ganze Symbol ist eingeklammert, 

also ist das i~ul]ere Feld wieder sehwach. Dies ist der bekannteste Fall, 
es lie~ert die sogenannten ,,normalen" Mn]tipletts. Fiir diesen Fall  
gelten aueh die K r o n i g s c h e n  Intensitiitsformeln. Fas t  alle his ~etzt 
analysierten Spektren zeigen den hier zugehSrigen Typus. 

Als g-Formel ergibt sieh: 

g (2 )  = - -  ~ + g (R )  -[ ~ g (~:), 
2 (2  ~ - I)  2 (2  ~ - ~) 

worin : 

g ( R ) =  ~ . 2 +  "~ - . 2 = 2 ,  

ebenso : 

.q(K-) = t ,  

Also bekommt man in diesem Falle einfaeh die L a n d ~ s c h e  FormeI 

j-2 _ _  1 
q (2) = 1 -~ 

2 (]'~ - -  �88 

4. [{(R, R 2 ) ~ } K ~ ]  ---- { ( k K , ) g 2 }  = (R"K2).  

Je tz t  ist K 1 mit  R gekoppelt  und bi]det die Resultante R". Wieder 
ist das i~ul]ere Feld schwaeh. Dieser Fal l  zeigt Ahnlichkeit  mit  dem 
unter 2. Auch bier findet man fiir Neon die Darstellung dieses Spek- 
trums a]s eines Einfach-Triplett-Trlplett-Quintettsystems. Die g-Formel 
]iefert abet ~etzt die Werte, welehe au[ ganz andere Weise schon [riiher 
yon L a u d d  2) berechnet sind. 

1) F. Hund, ZS. f. Phys. 84, 308, 1925. 
"~) A. Land~,  Ann. d. Phys. 76, 273, 1925. 

Zeitschrift [iir Physik. Bd. XXXV. 43 
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Als g-Formel flndet man: 

g (J) = ~-2 __ �88 q_ R,,2 _ K~ g(R") -~ ]~ ,1 /~,,~ ~_ K~ 1. ' 
2 (.73 _ �88 2 (Y~ - ~) 

worin : 

R ''~ ~ + ~ - - K ~  ~ " ~  1 ~ + K ~  
g(R")  = - - ~  .2 -~ 4 .1. 

2 ( R  ''~ - �88 2 (R"~ - ~) 
5. bis 11. Die iibrigen F~lle entstehen aus den vorhergehenden da- 

durch, dal} das ~ul]ere Feld anw~chst and allm~hlig die Kopplungen 
zerst~rt. Die nicht mehr gekoppeltea Vektoren stellen sich uaabh~agig 
voneinander in das aul]ere Feld ein~ man bekoramt also einen Paschen- 
Backe~Aekt. Wit brauchen hier nur ein Beispiel zu besprechen and 
w~hlen hi chir: 

6. ( R 1 K 1 ) R ~ K  ~ = J1.R2K2. 

Die drei Vektoren J1, R~ und K~ haben auf die Feldrichtuag die: 
Proiektionen re(J1) , re(B2) und m(K~). Die magnetische Energie- 
~inderung ist dana 

m gstark = m (J1)" g (J1) ~- m (R2). 2 ~- m (g~). 1, 

und die totale Proiektion ist 

m = m (Jl) ~- m (R~) q- m (g2). 

Dies ist gerade der Fall, welchen P a u l i  1) beim Neon betraehtet hat. 
Bei gegebenenWerten yon R1, K1, R2, K 2 geben alle Schemata mit 

und ohne ~ul]eres Mag~etfeld dieselbe Anzahl yon Zust~nden und die- 
selben Werte des Totalvektors ]. Wenn man nur auf diese achtet, kann 
man also zur Beschreibung ]edes Spektrums alle vier Schemata ge- 
brauchen. Diesem Umstand verdankt gerade das Verzweigungsprinzip 
seine aUgemeine Giiltigkeit, obwohl es eigentlich nar innerhalb des 
zweiten Schemas silt. 

Aueh die Summen der g-Werte der Terme, welehe bei gegebenen 
RI, KI, R~, K 2 dasselbe J haben, sind in allen vier Schemata die 
gleichen. 

Welches Schema fiir bestimmte Spektralterme das riehtige ist, 
miissen uns dana die quantitativen Ergebnisse, wle g-Werte, Intenslt~ten 
mad Intervallverh~ltnisse lehren. 

Auch wird es vorkommen k~nnen, da~ keines der Schemata genaa 
gilt, denn ebensogut wie es ein ~bergangsgebiet zwisehen dem ge- 
wShnlichen anomalen Zeemaneffekt and dem Paschen-Backeffekt gibt, 

1) VerSffentlicht bei F. ttund, ZS. f. Phys. 84, 296, 1925. 
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wird es auch Ubergange zwisehen den verschiedenen Kopplungsmiiglich- 

keiten geben. 
Man beachte welter, da~ wit der Einfachheit halber fiir das Ion in 

unseren ~berlegungen das dritte Schema als giiltig angenommen haben. 
Die Vektoren R 1 und K 1 sind also eigentlich die ~ n n d / ~  des Ions. 

Wir werden im folgenden einige Anwendungen besprechen. 

w 3. Die  S p e k t r e n  e r s t e r  Stufe .  Man bekommt sin Spektrum 
erster Stufe, wenn der Zustand des Ions, worauf sieh das Spektrum nul- 

l o d e r , K  1 1 baut, einfach ist. Das ist der Fall, wean /~1 ~ i ~, also 
wenn der betre~fende Term des Ions zu einem Einfachsystem gehi~rt oder 
ein S-Term ist. Bei den bis ietzt bekannten Spektren erster Stale ist 
immer das letztere der Fall. 

Diese Zustande haben noch eine besondere Eigenschaft; ihre mag- 
netisehe Anispaltung ist in einem schwaehen Felde (R 1 and K 1 ge- 

koppelt) genan dieselbe wie in einem starken Felde (/~1 and K t nn- 
abhttngig). 

Nehmen wir a]s Beispiel die Spektren der Erdalkalien. Das Ion 
ist alkaliahnlieh und befindet sieh im Grundznstand, also 

RI~- - -1  , K I ~ - - - '  

Wir fiigen als Beispiel ein p-Elektron hinzu: 

R 2 z  1, K ~ z  3 3 '  
1. Wenden wir an 

{(R 1 K,) (R e ge) } = (]{ J~), 
so linden wir: 

IR1--K I + } < J I < R 1  also = 1 

IR e _ K 2 1  ~_1 j ~ < R e  ~ <  ~ - K  2 - ~ ,  also J2 ~ 2 und 1. 

Welter gilt : 

~ ~-Je--~, also ] : 2  1~, 11 11 , 
_ ~, ~, ~" 

Dies sind in der Tat  die J-Werte  der Erdalkali-2-Terme. Fiir die 
zugeh~rigen g--Werte finder man aber 

~' g(l_~) ~__ 7 1 8 0 
~1  

Die Werte g (2 ~) and g (-~) sf.~mmen mit der Erfahrung iiberein, yon 
den beiden Werten g (1 ~) stimms aber nur die Summe, beobaehtet ist 
immer 

3 (~/)1) und (1 1 g ( l ~ )  ----- ~ g ~) = 1 ('P~). 

2. Versuehen wir jetzt 

[{(R 1K~) Re} g2] ~--- {(J~ R~) g~} = (R' K~). 

43* 
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Ftir /~' linden wir die Werte :  

~ und ~. IJ , - - .R21+~<R'<JI+.R~--~ ,  also R'  ~ 

Dies llefert also richtig dca Aufbau des Erdalkalispektrums aus 
einem Triplett  und eiacm Einfachsystem und liefert daher auch die 

richtigen In~ensitatea und Intervallverh~ltnisse. Die g-Werte stimmen 
abet wieder mit  der Edahrung  fiberein. 

3. Das Symbol {(R 1/r (K~ K~)} ~ (/~ K)  

ist schon mehrfach an andercn Stellen ') behandelt worden. Es liefert 
aul]er der rlchtigen Einteilung in ein Triplett-  und ein Einfachsystem 
die richtigen Intensi~i~ten, Intervalle  und aueh die  richtigen g-Werte. 

4. Der vierte Fall  [{(_R, R~) K~} K~] 

liefert fiir diese Spektren erster Stufe, fiir welche K,  ~ ~, Resultate, 

welche mit dem Vorhergehenden vollkommen idcntlsch sind. 

w 4. D a s  N e o n s p e k t r u m .  Die Terme dieses Spektrums, wovon 
his jetzt die g-Werte ~) bekannt slnd, scheinen gerade solch einen der 
oben genannten Zwischenfalle zu bildcn. Die g-Werte  nahern sich teil- 
weise den aus einem trod teilweise den aus einem anderen Schema be- 

Schema 1 

J11J2  

1_ 1 1 
2 
3_ 1 1 2 
3 2 1 

5_ 2 1 

i 1 1 

9 
3 1 1 

~' 2 2 

3 2 2 

s 2 1 

5 2 2 

~- 2 1 
7 2 2 

Schema 
3 

8P0 

1t' 1 
3p~ 

3P0 

3D 1 
3.D~ 
1S o 

3S 1 

1192 
~D 3 

Schemata 
2u. 4 

K2 [R'u.R" 
i 

1 

g ,Werte 

Schema Schema Schema Schema Beob. Pasche~ 

0 

1,33 
1,17 
1,50 

0 

1,50 
0,67 
1,17 

0 

1,33 
1,50 
1,33 
1,17 
1,33 

0 

1,33 
1,17 
1,50 

0 

1,17 
1,00 
1,17 

0 

1,b8 
1,75 
1,42 
1,08 
1,33 

0 

1,50 
1,00 
1,50 

0 

1,50 
0,50 
1,17 

0 

1,00 
2,00 
1,50 
1,00 
1,33 

0 

1,50 
1,00 
1,50 

0 

1,00 
1,00 
1,00 

0 
b- 

1,25 
1,75 
1,42 
1,25 
1,33 

0 

1,46 
1,03 
1,50 

0 

1,34 
0,67 
1,23 

0 

1,00 
1,98 
1,30 
1714 
1,33 

83 

84 

82 

85 

1)3 
P~ 
P7 

Pl 
P~ 
Plo 

Ps 
P9 

1) It. N. Russel l  and F. A. Saunders ,  Astrophys. Journ. 61, 38, 1925; vgl. 
S. Goudsmit ,  ZS. f. Phys. 82, 794, 1925; F. Hund,  ebenda 88, 345, 1925. 

u) E. Back,  Ann. d. Phys. 76, 317, 1925. 
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rechneten.  W i r  geben bier  nochmals  1) eine Zusammens te lhmg der be- 

rechneten  und gemessenen g-Wer te .  

Man beachte aber, dal] die Zuordnung dieser g - W e r t e  zueinander  

te i lweise  noeh wi l ]kl i r l ich  Jst. 

L e i d e n ,  Inst i tuu~ voor  ~heoretlsche Natuurkunde,  20. Nov. 1925. 

N a c h s c h r i f t  be i  der  K o r r e k t u r .  In dcr obenstehenden Arbeit haben 
wir die vorliegenden Fragen nur rein formell behandclt, unabh~ngig yon der physi- 
kalischenBedeutang der benutzten Quantenvektoren. Man kann abet die Schemata 
auch interpretieren mit der C omptonschen Hypothese des quantisiert rotierenden 
Elektrons3). Nach dieser bezeichnet K den Bahnimpals, /~ ( ~  1) den Rotations- 
impals des Elektrons and J ( ~  K ~ 1/2) die Resaltante yon R and K. 

Naeh diesem ~odell wird man zum Beispicl das crste Schema { (R1 K1) (Ra K S)}, 
wobei die Wechselwirkung klein sein muff, nur erwarten kSnnen, wenn K~ des 
hinzugefiigten Elektrons geniigend groff ist. 

Das am hiiufigsten vorkommende dritte Schema {(R1/~2)(KIKu) } wird be- 
deafen, daft die Elektronen einander so nahe kommen, daft ihre Rotationsimpulse 
sieh zueinander einstellen und nicht mehr za den zugehSrigen Bahnimpulsen, welche 
letzte anch wieder antereinander gekoppelt sind. 

Das Modell liefert auch die richtige relative Lage der Terme. Z . B .  bei 
einem einzelnen ~afleren Elektron erwartet man, daft alas Dablettniveau mit dem 
grSflten J aueh die grSffte Energie hat, w~hrend die Landdsche Vorstellung im 
Gegensatz zur Erfahrung gerade das Umgekehrte liefert. 

Ferner erwartet man bei mehreren ~ul]eren Elektronen, daft bei iibrigens 
gleiehen Quantenzahlen das Niveau mit dem grSilten K die kleinste Energie hat. 
Diese Regel ist sehon empirisch yon H u n d  gefunden. 

Weil beim Aufbau ]edes neae Elektron nailer seinem Bahnimpuls auch noch 
seinen einquantigen Rotationsimpuls mit sich bringt, so bekommt man ohne ,,Ver- 
zweigung" immer die richtige Anzahl yon l~iveaus. 

1) F. H a n d ,  ZS. f. Phys. 38, 345, 1925; S. G o u d s m i t ,  Physica 5, 419, 1925. 
'~) Fiir die Verwertung dieser ttypothese fiir Spektralfragen, siehe unsere 

Notiz in l~aturw. 20. Nov. 1925, Wir bedaaern sehr, daff wir die Comptonsehe 
Arbeit (Joarn. Frankl: Inst. 192, 145, 1921) dort nicht zitiert haben, weil sie uns 
erst sp~itcr bekannt wurde. 


