Uber den sogenannten Gegenstand der Mathematik
Von
‘Walter Dubislav (Berlin)

Die Frage nach den Objekten, von denen die Mathematik
handelt, einmal angenommen, dafl es derartige Objekte gibt, all-
gemeiner die Frage nach der besonderen Art des Wissenschafts-
charakters der Mathematik ist eine sehr alte. Aber dessenungeachtet
besteht keine Einigkeit iiber ihre zureichende Erledigung. Im Gegen-
teil, bis in die Gegenwart hin scheidet die Beantwortung dieser
Frage die Forscher. Und der tiefe Gegensatz zwischen Formalismus
und Intuitionismus, um nur diesen einen hier zu nennen, entspringt
nicht zuletzt auch aus grundverschiedenen Uberzeugungen von der
Natur der mathematischen Disziplinen. Im folgenden soll versucht
werden, hier zu einer Klirung zu gelangen.

Vier charakteristische einander ausschliefende Thesen sind hin-
sichtlich des sogenannten Gegenstandes der Mathematik festzu-
stellen: I. die Platon-Kantische These zuziiglich der intuitioni-
stischen; II. die empirische These; III. die konventionalistische
These und schlieSlich IV. die formalistische These wie deren Vor-
lauferin, die logizistische.

Die Platon-Kantische Auffassung von den charakteristischen
Eigenschaften der mathematischen Disziplinen kann in Kiirze dahin
zusammengefafit werden: In der Mathematik beschiftigt man sich
im Unterschiede zu allen sogenannten Wirklichkeits- oder Real-
wissenschaften nicht mit Objekten, die der gewdhnlichen Beobach-
tung zuginglich sind. Man sucht vielmehr in ihr die Beschaffen-
heiten von bestimmten Wesenheiten oder Entititen oder Ideen oder
eine mit dem menschlichen Erkenntnisvermégen unlésbar verbunden
gedachte Form vieler und wichtiger Vernunfterkenntnisse zu er-
fassen. Dabei gilt diese Form als die allen gewohnlichen Anschau-
ungen eigentiimliche. Den mathematischen Erkenntnissen wird des-
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halb vorzugsweise meist ein, wie man sagt, ewiger oder zeitloser
Geltungscharakter zugeschrieben, mit auf Grund der angeblichen
oder tatsichlichen Einsicht, dafBl allein dasjenige nie veraltet, was
sich nie und nirgend begeben hat. Und zwar ist der Kantischen
Gestaltung dieser Grundauffassung zufolge!') die Mathematik hinzu-
stellen als das System derjenigen synthetischen (nicht-tautologischen)
Urteile a priori (Vernunfterkenntnisse), in denen die Beschaffen-
heiten der obenerwihnten anschaulichen Form und ihrer Unter-
formen zutreffend erfait werden. Genauer: Der Mathematiker konne
beim Aufbau seiner Disziplin von einem in allen Einzelheiten angeb-
baren System von Grundvoraussetzungen ausgehen, ohne befiirchten
zu miissen, daf} er gegebenenfalls ein System von Irrtiimern in seine
Konsequenzen verfolge. Denn kraft eines besonderen jedem Ver-
nunftwesen zu eigenem Erkenntnisvermogen sei er in der Lage, sein
System von Grundvoraussetzungen mit unmittelbarer Gewiheit als
ein System von Wahrheiten und von erfiillten Begriffen zu qualifi-
zieren. Er konne, was die Begriffsbildung im besonderen anbelangt,
aus den in den Grundvoraussetzungen enthaltenen Gebilden alle
weiteren Begriffe durch Determination gleichsam schopferisch er-
zeugen, da das erwihnte Erkenntnisvermogen ihm die Nicht-Leerheit
seiner Begriffsbildungen jeweils zu erkennen gestatte vermége einer
eigenartigen angeblich mit unmittelbarer Gewiheit ausfiihrbaren,
nicht empirisch fundamentierten Konstruktion der unter die frag-
lichen Begriffe fallenden Gegenstinde. Das Erkenntnisvermogen,
das dies alles leistet, wird als ,,reine Anschauung* oder auch als ,,die
Erkenntnis der reinen Anschauung* bezeichnet, wobei in diesem
Zusammenhange oder unter einem sogenannten Vermodgen nichts
anderes verstanden wird, als die Zusammenfassung gewisser ein-
schligiger Tatsachen auf Grund der Erwartung, dafl unter bestimmten
Voraussetzungen ein bestimmtes psychisches Phinomen eintreten

1) Vgl abgesehen von den einschligigen Ausfilhrungen Kants, die bedauer-
licherweise vielen Auslegungen Platz geben, L. Nelson, Bemerkungen iiber die
Nicht-Euklidische Geometrie und den Ursprung der mathematischen Gewiheit
Abhandl. der Friesschen Schule, N. F., Bd. I, 1904/06; Derselbe, Kant und die
Nicht-Euklidische Geometrie, 1906; Derselbe, Des fondements de la géométrie, in
Die Reformation der Philosophie durch die Kritik der Vernunft, 1918, S. 87ff.;
Ders., Kritische Philosophie und mathematische Axiomatik, Unterrichtsblitter fiir
Mathematik u. Naturwissenschaften, Jahrg. 1928; H. Scholz, Das Vermichtnis
der Kantschen Lehre von Raum und von der Zeit, Kantstudien, Bd. 29, 1924;
L. Couturat, Die philosophischen Prinzipien der Mathematik, Deutsche Ausgabe
1908, S. 247ff.
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wird. Mit Hilfe dieses besonderen Erkenntnisvermogens ,,reine An-
schauung*, wenngleich nicht isoliert von den sonstigen Betitigungs-
weisen unseres Erkenntnisvermégens, werde nun die anschauliche,
von den jeweiligen Umstinden und unserer Willkiir unabhingige
Form unserer Vernunfterkenntnisse erkannt, soweit sie eine solche
haben. Und zwar erkenne man mit unmittelbarer Gewi3heit, dafl
diese Form zwei Unterformen besitze in Gestalt der Anschauungs-
form ,,Raum*, wohl auch in irritierendem Sprachgebrauch Raum-
vorstellung genannt, und der Anschauungsform ,,Zeit", analog ge-
legentlich als Zeitvorstellung bezeichnet. Die Beschaffenheiten dieser
beiden Unterformen nun werden in der Mathematik systematisch
ergriindet. Dabei gilt die Geometrie als die erfahrungsunabhéngige
Wissenschaft, von dem einen Raum im n3her bezeichneten Sinne
dieses Terminus. Und analog die zu einer Einheit zusammengefafit
gedachten nichtgeometrischen Disziplinen der Mathematik als die
erfahrungsunabhingige Wissenschaft von der einen Zeit.') Und
beide zusammen ergiben die Mathematik, diese Konigin unter den
Wissenschaften.

Was weiterhin die Tatsache der Anwendbarkeit der Mathematik
auf wirkliche Objekte betrifft, so findet dieser fundamentale Um-
stand Kant zufolge seine erschépfende wie weittragende Aufhellung
in nachstehenden Aussagen: Jede gewdhnliche, auch empirisch ge-
nannte Wahrnehmung oder Anschauung kime nur unter Mitwirkung,
wenngleich keineswegs ausschliefiticher Mitwirkung, des Erkenntnis-
vermogens ,,reine Anschauung' zustande. Und zwar lieferte diese
,,reine Anschauung in Gestalt von Raum und Zeit diejenigen beiden -
Formen, die an und in jeder Anschauung als das nichterfahrungs-
miflige Skelett oder besser als die nichterfahrungsmiBige Form der-
selben anzusprechen seien, so dal wir die verschiedenartigsten empi-
rischen Anschauungen eben zu einer und derselben Erkenntnis der
Objekte verbinden konnten. Dabei ist aber, um MiB3verstindnisse
auszuschlieflen, hervorzuheben, dafl Kants Ansicht nicht dahingeht,
dafl man sich diese Formen faktisch isoliert von Wahrnehmungen
zum Bewufitsein bringen kénne. Kant behauptet mit anderen
Worten: Weil die Mathematik lediglich die in logischer Hinsicht
erfahrungs-unabhingigen Formen jeglicher gewdhnlichen Wahr-
nehmung erforsche, lielen sich ihre Resultate auf das Verhalten
der in Wahrnehmungen zu erfassenden Objekte anwenden. Und

1) Vgl. W. R. Hamilton, Transactions of the Royal Irish Academy, 1837,
S. 29311,
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das seien alle wirklichen Objekte, denn jede Wahrnehmung als solche
habe eine dieser Formen, und was seinen Beschaffenheiten nach
nicht Gegenstand einer moglichen Wahrnehmung werden kénne,
das sei auch nicht wirklich, sondern bloff eine Chimire.

Fassen wir zusammen: Nach Kantischer Lehre ist die Mathe-
matik eine Gesamtheit von in Begriindungszusammenhang stehenden
wahren Urteilen. Und zwar sind diese Urteile synthetische Urteile
im Unterschiede zu den zur formalen Logik gehérenden, die ein
System von Tautologien (analytischen Urteilen) darstellen. Sie sind
ferner Urteile a priori, das soll in diesem Zusammenhange heiflen:
Diese Urteile haben, mag auch ibre Erwerbung von Erfahrungen
mit veranlaBit sein, keine Erfahrungen zu Griinden und sind durch
Erfahrungen weder zu bestétigen noch zu widerlegen. Es sollen
schliefilich drittens solche synthetischen Urteile a priori sein, die
(wenigstens was ihre nicht weiter auf andere Urteile reduzierbaren
Grundurteile betrifft) vermittelst der Erkenntnis der reinen An-
schauung mit unmittelbarer Gewiheit als wahre Urteile zu quali-
fizieren sind, als wahre Urteile, in denen die Beschaffenheiten der
beiden nichtbegrifflichen Formen Raum und Zeit urteilsmifig-
begrifflich erfait werden?).

Zu dieser Kantischen Lehre, die in manchen Teilen auch schon
von Platon?) vertreten wurde, ist folgendes zu sagen: Die These,
derzufolge ein verniinftiges Wesen kraft seiner Organisation iiber
ein Erkenntnisvermdgen ,,reine Anschauung* verfiigt, ist von Kant
in keiner Weise ausreichend begriindet. Denn die Tatsache, daf}
gewisse Wahrnehmungen, wie man so sagt, etwas Gemeinsames
haben, 148t ganz anderweitige Erklirungen zu als die Kantische:
Dieses Gemeinsame liege in erfahrungsunabhingigen nichtbegriff-
lichen Formen vor. Auch das gelegentlich zur Unterstiitzung ihrer
Behauptungen von Kantianern beigebrachte sogenannte Approxima-
tionsargument ist nicht schliissig. Es lautet: Wenn man ein wirk-
liches Objekt auf Grund bestimmter Eigenschaften etwa als eine
Kugel hinstellt, so sei das hierin sich dokumentierende Verhalten

1) Diese ihre Eigenschaft soll Kant zufolge die Urteile der Mathematik von
denjenigen unterscheiden, die, wie z. B. der Satz der Kausalitit, zur Metaphysik
in seinem Sinne gehéren, d.h. zu dem System derjenigen synthetischen Urteile

a priori, deren Griinde nicht durch die Erkenntnis der reinen Anschauung zu er-
fassen sind.

%) Vgl. E. F. Apelt, Metaphysik, neu herausgegeben von R. Otto, 1910 (Ur-
ausgabe 1857), S. g1ff.; H. Lotze, Logik, Ausgabe der Philosophischen Bibliothek,
von G. Misch, 1912, S. 5o5ff.
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nur dadurch zureichend zu erkliren, daff man dieses Objekt mit einer
durch reine Anschauung gegebenen Form vergleiche. Der diesem
Argument zugrunde liegende Sachverhalt ist vielmehr durch eine
radikal einfache naturwissenschaftliche Uberlegung zu ersetzen, die
zu ganz anderen Konsequenzen nétigt. Aber von diesen allgemeinen
Bemerkungen abgesehen ist die hier zur Debatte stehende Kantische
Position deshalb nicht haltbar, weil sie mit ausreichend gesicherten
Resultaten der Mathematik wie der Naturwissenschaft in unheb-
baren Konflikt gerdt. Wenn es nimlich wahr wire, dafl die Axiome
der Mathematik Wahrheiten darsteliten — also vor allem auch, wie
Kant behauptet, die Axiome der Euklidischen Geometrie die Grund-
wahrheiten von den Beschaffenheiten der Form,,Raum‘‘reprisentieren
— dann miifite die moderne Physik hinsichtlich der Relativitits-
theorie ginzlich abwegig sein. Denn ist ,,der Raum'* ein Euklidischer,
dann ist es also falsch, wie in der Relativitatstheorte gelehrt wird,
daf er ein Nicht-Euklidischer ist. Und des weiteren sind dann auch
diejenigen Aussagen der Relativititstheorie hinsichtlich der Zeit und
ihre Verkoppelung -mit rdumlichen Aussagen nichts als Irrtiimer,
die mit dem angeblich auf Grund einer Erkenntnis der reinen An-
schauung gewonnenen einschligigen Kantischen Behauptung un-
vereinbar sind. Dabei wollen wir aber hier nicht naher in eine De-
batte dieser vielfach behandelten Einzelheiten eintreten und nur auf
die betr. Untersuchungen von H. Reichenbach verweisen.') Ledig-
lich die Frage wird uns bei Gelegenheit der Behandlung des kon-
ventionalistischen Standpunktes beschaftigen, welche nicht legisch
notwendigen Voraussetzungen zu machen sind, damit das sogenannte
Raum-Zeitproblem ein naturwissenschaftlich entscheidbates wird.
So grol nun aber auch schon beim sogenannten Rautn-Zeit-
problem der Unterschied zwischen der Kantischen Position und der
der modernen Physik hinsichtlich der einzelnen Behauptungen ist,
er wird noch dadurch vertieft, und damit ein uniiberbriickbarer,
daf} er sich zu einem solchen der Begriindungsmethoden ausweitet.
Kant behauptet ndmlich, dafl man in Gestalt des Gegenstarrdes
der Mathematik, wie noch sonstiger unanschaulicher Prinzipien, um
nur den Satz der Kausalitit zu nennen, einen in logischer Hinsicht
erfahrungsunabhingigen Besitzstand unserer Vernunft vor sich hat.
In diesem Rahmen allein kénne Naturwissenschaft realisiert werden.

1) Vgl. H. Reichenbach, Philosophie d. Raum-Zeitlehre, 1928; Ders., Ziele
und Wege der physikalischen Erkenntnis, aus Handbuch der Physik, herausgegeben
von H. Geiger u. K. Scheel, Bd. IV, 19z9.
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Das geschihe dergestalt, dal man erstens jenen allgemeinen, teils
anschauungsartigen (Raum und Zeit), teils unanschaulichen (Grund-
satze des reinen Verstandes; Kategorien) Besitzstand in Urteilen
fixiere. Dafl man zweitens diesen Urteilen die einzelnen Wahr-
nehmungsbehauptungen unterzuordnen habe, um schlieBlich drittens
diese Wahrnehmungsbehauptungen in Gestalt von solchen Urteilen
zusammenzufassen, in denen sogenannte besondere Naturgesetze
wiedergegeben wiirden. Aber die in diesem allgemeinen Besitzstand
enthaltenen Erkenntnisse, und darin liegt der uniiberbriickbare
Gegensatz zum Vorgehen der modernen Naturwissenschaft, kénnten
durch Erfahrungen weder bestitigt noch widerlegt, sondern lediglich
vermittelst der berithmt-beriichtigen transzendentalen Methode als
solche aufgezeigt werden; d. h. aufgezeigt werden als in logischer
Hinsicht erfahrungsunabhingige und allerst Erfahrung erméglichende
Prinzipien.') Dagegen ist das methodische Vorgehen der modernen
Wissenschaft ein ganzlich anderes. Es ist grundsitzlich dieses?): Aus-
gehend von einer mehr oder weniger umfangreichen Sammlung von
Beobachtungen sucht man ein System von ansatzartig aufzustellen-
den Annahmen ausfindig zu machen, mit deren Hilfe man zunichst
die bislang gemachten Beobachtungen formulieren kann. Sie bilden
die ersten Bausteine zu einer einschligigen Theorie, da man sie ja
nur zum kleinsten Teil direkt durch Beobachtung bestitigen kann.
Alsdann versucht man, die ansatzartig gemachten Annahmen mittel-
bar zu erhirten, oder, wie man meist sagt, zu verifizieren. Man geht
dazu von den Formulierungen der durch Beobachtung gegebenen
Sachverhalte aus und gelangt dann mit den Mitteln der ansatzartig
gemachten Annahmen durch logisch-mathematische Umformungen
zu Aussagen iber das Verhalten der zu erforschenden Objekte. Und
zwar zu solchen Aussagen, die ihrerseits einer Priifung durch Beob-
achtungen fihig sind. Stellt sich dann heraus, daf in allen praktisch
der Kontrolle zugéanglichen Fillen die ansatzartig akzeptierten An-
nahmen zu zutreffenden Aussagen fiihren (sie werden in der Regel
in Gestalt von Vorhersagen erscheinen), so wird man sie als giiltige
Theorie hinzunehmen haben. Und das wird man so lange zu tun
haben, bis sich herausstellt, dafl man mit Hilfe dieser Theorie bei
sonst korrektem Vorgehen zu Aussagen gelangt, die, wie Beobach-

1) Vgl. W. Dubislav, Zur Methodenlehre des Kritizismus, 1929.

2) Vgl. W. Dubislav, Zur Philosophie der Mathematik u. Naturwissenschaft,
Annalen d. Philosophie, 1929; Ders., Zur Wahrheitstheorie, Philosophie u. Sch.,
1930.
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tungen zeigen, nicht zutreffen. Mit anderen Worten: Der Natur-
forscher beruft sich nicht, in vélligem Gegensatz zu Kant, auf eine
,reine Anschauung*‘, und zeichnet nicht mit ihrer Hilfe eine be-
stimmte Geometrie im vorhinein aus, sondern er legt im Rahmen
ansatzartig gemachter Annahmen seinen Forschungen diejenige
Geometrie zugrunde, mit deren Hilfe er am besten Ort, Zeit und
Art des Verhaltens der zu erforschenden Objekte ermitteln kann.
Wenn diese Objekte sich am angegebenen Orte, zu der angegebenen
Zeit, entsprechend den theoretisch ermittelten Aussagen verhalten,
so erhirten sie die Brauchbarkeit der betr. Geometrie. Der Natur-
forscher ist also grundsitzlich bereit, irgendeine andere mathema-
tische Disziplin fiir seine Untersuchungen zu verwenden, sofern ihm
diese nur, in geeigneter Weise den zu erforschenden Gegenstinden
zugeordnet, ein genaueres Erfassen derselben gestattet. Sein Vor-
gehen besteht im fraglichen Falle also nicht im einer dogmatischen,
durch ein angebliches besonderes Erkenntnisvermdgen gestiitzten
Berufung auf die Wahrheit der Euklidischen Geometrie, sondern in
der Bereitschaft, jedes ansatzartig fiir seine Untersuchungen hin-
genommene Hilfsmittel, gegebenenfalls auf Grund von Beobachtungen
zu korrigieren bzw. ginzlich fallen zu lassen. Angeblich apriorische
Bestandstiicke derartiger Theorien erweisen sich ihm vielmehr als
Dogmatisierungen wie Trivialisierungen der einschligigen land-
liufigen Ansichten bzw. der Naturwissenschaft vergangener Zeiten.

Die Kantische Lehre von der Mathematik als einem System
von: wahren synthetischen Urteilen a priori, in denen die Beschaffen-
heiten der beiden Formen , Raum‘ und ,,Zeit* logisch unabhingig
von Erfahrungen erfafit wiirden, ist mithin in dem Mafle als wider-
legt zu betrachten, wie man eine derartige Behauptung der Natur
der Sache nach iiberhaupt widerlegen kann.

In engem Zusammenhange mit der behandelten Platon-Kanti-
schen These von dem Wissenschaftscharakter der Mathematik steht
die sogenannte intuitionistische, wie sie vorzugsweise von L. E. J.
Brouwer?) verfochten wird. Zwar sind die besonderen Kantischen
Lehren nicht von dem modernen Intuitionismus erneuert worden,
der sich deshalb auch gelegentlich ,,Neo-Intuitionismus‘* nennt, aber
gemeinsam ist dem Neo- wie dem Alt-Intuitionismus die Behaup-

1) Was die zahlreiche einschligige Literatur, insonderheit die Arbeiten
L. E. J. Brouwers betrifft, sei auf A. Fraenkel, Einleitung in die Mengenlehre,
3. Aufl, 1928, S. 220ff. verwiesen, wie auf das am Schluf des Fraenkelschen
Buches befindliche iiberaus reichhaltige Literaturverzeichnis.
Erkenntnpis I. ‘ 3
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tung von der Existenz einer, wie Brouwer sagt, Urintuition, kraft
derer man die Fundamente der Mathematik mit unmittelbarer Ge-
wilheit erfasse. Dabei stiitzt sich aber Brouwer lediglich auf die
von ihm sogenannte Urintuition der Zweiheit, von der ausgehend
man durch ein immer zu erweiterndes System von Konstruktionen
zundchst die Gesamtheit der natiirlichen Zahlen und dann die
iibrigen Teile der Mathematik aufbauen kénne, und zwar unab-
hingig von den jeweils zu der Formulierung der erwihnten Kon-
struktionen dienenden Darstellungsmittel, der sogenannten mathe-
‘matischen Sprache. In der weiteren Verfolgung dieser seiner Grund-
ansicht von der Mathematik kommt dann Brouwer dazu, eine
groffere Anzahl von anscheinend gesicherten Teilen derselben zu
verwerfen, weil man es in ihnen nur noch mit einer ,Sprache zu
tun habe, die nichts mehr bezeichne, da es ihr entsprechende Kon-
struktionen gar nicht gibe. Insbesondere solle jede Verwendung
des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten dann lediglich zu nichts
formulierenden Formulierungen gelangen, wenn man diesen Satz,
legitim innerhalb der Sphire der ,,Endlichkeitsmathematik*, skrupel-
los auf die ,,Mathematik der unendlichen Systeme‘* ausdehne. Uber-
haupt sei die sogenannte Logik, in der ja der erwihnte Satz eine
wichtige Rolle spiele, nichts als ein System von Regeln, abstrahiert
aus. der Mathepatik der endlichen Mengen. Man konne mithin der
Anwendung der Logik nur dort vertrauen, wo bis ins einzelne iiber-
schaubare Gebilde vorligen. Wo das aber nicht der Fall sei, eben
innerhalb der Mathematik der unendlichen Systeme, sei ihre An-
wendung ein Wagnis, das erst seine Berechtigung aus vollziehbaren
Konstruktionen gegebenenfalls empfange. Insbesondere gibe die
sogenannte Widerspruchslosigkeit nie und nimmer ein Kriterium fir
mathematische Existenz ab. Mathematische Existenz sei vielmehr
Konstruierbarkeit und nichts anderes.

Die Konsequenzen dieser Auffassung fiir das, was man zum
gesicherten Bestand der Mathematik iiblicherweise zahlt, sind kata-
strophal. Weite Teile der Mathematik fallen als sinnlos in Fortfall,
weil keine Konstruktionen wiedergebend. Auflerdem miissen aber
die iibrigbleibenden Teile einer Umwandlung der sogenannten Be-
weise der Lehrsitze, wie einer Umwandlung hinsichtlich der Be-
griffsbildung (konstruktive Mengendefinition) unterworfen werden,
da eben nur solche Begriindungen bzw. Begriffsbildungen als zuldssig
gelten, die eine Kette vollziehbarer Konstruktionen wiedergeben.
Mathematik ist fiir Brouwer, diesen mathematischen Aktivisten,
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also zunichst kein System idealer Wahrheiten, wie manche
seiner Verehrer unter den Phidnomenologen das gelegentlich be-
haupten, sondern ein System von Konstruktionen, die ihren
Ausgang von der Urintuition der Zweiheit hernehmen. Nur in-
sofern kann man, gleichsam uneigentlich, die Mathematik als ein
System von Wahrheiten auffassen, als man sich die erwahnten
Konstruktionen zutreffend vermittelst wahrer Urteile urteilsmiBig-
begrifflich fixiert denkt.

Bei einer Beurteilung der Brouwerschen Behauptungen steht
folgende Frage im Mittelpunkt: Welche Begriindungen vermag
Brouwer fiir seine, wichtigste Teile der Mathematik als sinnlose
Formulierungen hinstellenden Behauptungen beizubringen? Die
Antwort lautet: Keine andere als die Berufung darauf, seine Lehre
sei intuitiv einsichtig, wobei er noch iiberdies zuzugeben nicht umhin
kann, dafl man bei Benutzung der tiblichen Begriindungsverfahren
zu keinen Widerspriichen gelangt. Diese von ihm behauptete Ein-
sichtigkeit wird aber mit Entschiedenheit bestritten, und es steht
hier einfach Behauptung gegen Behauptung, nur dafl Brouwer
sich nicht, wenigstens wie die Dinge heute liegen, auf den Erfolg
seiner Lehren berufen kann. Dabei soll aber nicht geleugnet, sondern
vielmehr ausdriicklich hervorgehoben werden, dafi die teilweise als
mystisch anzusprechenden Brouwerschen Behauptungen mit wert-
vollen und tiefen Bemerkungen verbunden auftreten. Nur dafl diese
Bemerkungen u. E. erst in einem ganz andern Zusammenhange restlos
fruchtbar gemacht werden konnen. Hinzukommt ferner, und das
bildet wobl den auffilligsten Mangel der Brouwerschen Uber-
legungen zu der von ihm erstrebten Neugestaltung und Neu-
orientierung der Mathematik, dafl er nicht in der Lage ist, die
von jeder ,,Sprache* angeblich unabhingigen Konstruktionen niher
zu charakterisieren, aus denen ihm zufolge die Mathematik be-
stehen soll, ein empfindlicher Mangel, den auch A. Fraenkel
gelegentlich hervorhebt.

Alles in allem gilt also von der Brouwerschen Position folgendes:
Unbeschadet zahlreicher und tiefer Anregungen, die man aus seinen
Ausfithrungen zu entnehmen hat, ist seine Position als nicht aus-
reichend begriindet zu betrachten. Sie ist iiberdies, das muf in
volligem Gegensatz zu Brouwer festgestellt werden, durchaus nicht
einsichtig, vielmehr mystischen Charakters, wenigstens in den Augen
der erdriickenden Mehrzahl derjenigen Forscher, die sich mit diesen
Fragen eingehend beschiftigen. Sie ist also abzulehnen.

3*
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Wir kommen zur Behandlung der empiristischen Grundansicht
hinsichtlich des Gegenstandes der Mathematik. Ihr zufolge ist der
Mensch, ausgehend von dem reichen Schatz der von ihm im Laufe
der Zeit gesammelten Erfahrungen, allmihlich dahin gekommen, an
sich verschiedene Gebilde, die in mancher Hinsicht ein gleichartiges
Verhalten zeigen, in sogenannten abstrakten Vorstellungen zu er-
fassen; dabei werden diese abstrakten Vorstellungen gemeinhin als
die den erwihnten Gebilden gemeinsamen Eigenschaften hingestelit.
Sie gelten deshalb als abstrakt, weil man durch Absehen von ge-
wissen Eigenschaften, die die zu beobachtenden Objekte aufweisen,
zu ihrer Konzipierung gelangt sei. So sei etwa die Zahl ,,2** als die-
jenige abstrakte Vorstellung zu charakterisieren, die man durch
Abstraktion aus der Betrachtung von Paaren von Objekten ge-
wonnen habe, und in der die und nur die Eigenschaften von Paaren
von Objekten vereinigt zu denken seien, die man bei jedem einzelnen
Paare antreffe. Gegenstand der Mathematik seien nun zunichst
die abstraktesten unter den soeben niher charakterisierten ab-
strakten Vorstellungen. Mithin sei auch die Mathematik in dem
Sinne eine Naturwissenschaft, als ihre unmittelbaren Objekte, die
genannten abstrakten Vorstellungen, mit Hilfe der sogenannten
inneren Erfahrung als wirkliche Gebilde aufzeigbar seien. Aber die
Mathematik erfasse nicht nur die Eigenschaften der abstraktesten
Vorstellungen, sondern, da diese Vorstellungen durch Generalisation
bzw. Abstraktion aus der gewohnlichen Beobachtung entstanden
zu denken seien, auch die allgemeinsten Eigenschaften der wirk-
lichen Objekte selbst. Sie sei also in dieser Hinsicht eine Natur-
wissenschaft im engeren Sinne, und zwar diejenige Naturwissenschaft,
die die allgemeinsten Beschaffenheiten der Objekte zu erforschen
suche. Die Axiome der Mathematik, soweit sie nicht Definitionen
sind, begleitet von der Behauptung, dal es auch der gewdhlten
Formulierung entsprechende Objekte gibt, stellen deshalb dieser
Auffassung zufolge ,,Experimentelle Wahrheiten* oder ,,Generali-
sationen aus der Beobachtung® oder ,Hypothesen‘‘ dar, wie das
hauptsichlich J. St. MillY) und J. Herrschel versucht haben nach-
zuweisen.

Dafl in der empiristischen Auffassung von der Eigenart der
mathematischen Disziplinen viele wichtige Erkenntnisse jedenfalls
angedeutet sind, kann wohl kaum bestritten werden. Und lediglich

1) Vgl J. St. Mill, System der deduktiven und induktiven Logik, Deutsche
Ausgabe von J. Schiiel, 2. Aufl,, Bd. I, 1862, S. 277.
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der verhingnisvollen Auswirkung eines iibersteigerten Apriorismus
ist es zuzuschreiben, dafl die empiristische Auffassung etwa in Form
derjenigen Ausgestaltung derselben, die man J. St. Mill verdankt,
und die beispielsweise auch J. v. Liebig und mit ihm viele andere
Klassiker der exakten Wissenschaften vertreten haben, allgemeiner
Geringschitzung begegnen.

Was ist denn nun, das ist unsere Frage, an dieser Auffassung
abzulehnen, und was zu akzeptieren? Abzulehnen ist zunichst
die bei dieser Theorie mitbenutzte, ein wenig primitive Abstraktions-
theorie. Eine Abstraktion kommt nimlich nicht einfach vermittelst
eines Absehens im Sinne eines Nichtberiicksichtigens von Eigen-
schaften zustande, da ja Eigenschaften selbst erst durch einen Ab-
straktionsprozel zu unserer Kenntnis gelangen. Eine Abstraktion
besteht vielmehr, wie man auf Grund einschligiger Untersuchungen
Bolzanos zeigen kann, in einer Ersetzung urspriinglich konstanter
Teile des betreffenden Objektes durch Variable, deren Wertbereiche
jeweils in einer hier nicht niher zu charakterisierenden Weise passend
gewihlt werden. Soweit also die empiristische Auffassung von ihrer
Abstraktionstheorie abhingt, bedarf sie einer mehr oder weniger
weitgeéhenden Umwandlung nach MafBigabe einer geeigneten Ver-
tiefung dieser ihrer Abstraktionstheorie.

Ferner operiert diese Auffassung in gewisser Hinsicht skrupel-

"los mit sogenannten psychischen Gebilden wie Vorstellungen. Es
fragt sich aber angesichts der im Gange befindlichen naturwissen-
schaftlichen Fundamentierung der Psychologie, wie sie etwa von
seiten des Behaviorismus angestrebt wird, ob man mit derartigen-
Gebilden wissenschaftlich legitim operieren kann, und ob man es
bei ihnen nicht etwa mit letzten Resten einer teilweise mythen-
artigen Betrachtungsweise zu tun hat, einer Betrachtungsweise,
die zu iiberwinden ja mit eine Hauptabsicht des Empirismus aller
Arten bildet.

Schliefflich ist noch ein letzter Einwand hervorzuheben. Wenn,
wie der Empirismus lehrt, die Mathematik die sicherste, bestbewahr-
teste Naturwissenschaft ist, wie steht es mit dem Charakter der in
ihr auch dieser Auffassung zufolge enthaltenen sogenannten Ab-
folgewahrheiten? Genauer, wie steht es mit der auch von J. St. Mill
gelegentlich zugestandenen Notwendigkeit der Lehrsitze der Mathe-
matik im Hinblick auf die Axiome derselben, die dieser Auf-
fassung gemif}, wie wir sahen, Generalisationen aus der Beobachtung
sind, und aus denen nun jene Lehrsitze abfolgen sollen ohne weitere
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Berufung auf Erfahrungen. In der vorliegenden Ausgestaltung des
Empirismus ist da nur ein Bruch mit seinen empiristischen Prin-
zipien festzustellen. Die Axiome gelten als Hypothesen, soweit sie
nicht als Definitionen betrachtet werden, die in Verbindung mit
einer Existenzaussage iiber Objekte auftreten, welche den Defini-
tionen entsprechen. Die Folgerungen aber aus den Axiomen, besser
die zwischen den Axiomen und den aus ihnen erschlossenen Lehr-
sdtzen obwaltende Beziehung aber wird, wenigstens ihrem Begriffe
nach, als durch Erfahrungen nicht mehr modifizierbar erachtet.
Dieser Empirismus ist also gleichsam stillschweigend durchsetzt mit
einer aprioristischen These hinsichtlich der Folgebeziehung, deren
restlose Ausmerzung nicht zu gelingen scheint.

Zusammenfassend koénnen wir also feststellen, dafl auch diese
empiristische Grundansicht von dem Wissenschaftscharakter der
Mathematik keine voll befriedigende ist.

Waren schon bei der empiristischen Grundauffassung von dem
sogenannten Wesen der Mathematik bemerkenswerte, lediglich mit
unnachsichtlicher Konsequenz zu vertiefende Lehren festzustellen,
so gilt erfreulicherweise das gleiche hinsichtlich des nun zu behan-
delnden Konventionalismus. Dieser Konventionalismus in Sachen
der Mathematik, so wie er etwa von H. Poincaré?) in einem ge-
wissen Umfange vertreten worden ist, entnimmt von dem Empiris-
mus die angebliche oder tatsichliche Einsicht, daf} in den Axiomen
der Mathematik Definitionen mit enthalten sind. Nun glaubt er,
tiber den Empirismus hinausgehend zeigen zu konnen, daff die
Axiome der Mathematik simtlich Definitionen darstellen, und zwar
in einem ganz bestimmten Sinne. Sie besitzen ndmlich keinerlei
Wahrheitscharakter und reprisentieren lediglich Systeme von Forde-
rungen, die zwar urspriinglich sicherlich aus praktisch-skonomischen
Anlissen heraus aufgestellt sein mogen, die nun aber ganz unab-
hingig von diesem Ursprung in der reinen Mathematik in ihre Konse-
quenzen verfolgt werden. Zur niheren Begriindung dieser Auf-
fassung, die leider niemals geschlossen niedergelegt worden ist,
dienen in der Hauptsache nachstehende Uberlegungen:

Ein Gegenstand der Mathematik ist nicht aufweisbar. Denn
weder ist der Empirismus vorzugsweise wegen seiner abwegigen
Abstraktionstheorie zu akzeptieren, noch auch der Apriorismus mit

1) Vgl H. Poincaré, Wissenschaft und Hypothese, Deutsche Ausgabe, 2. Aufl.
1906; Ders., Der Wert der Wissenschaft, Deutsche Ausgabe, 2. Aufl. 1910; Ders.,
Wissenschaft und Methode, Deutsche Ausgabe, 1914; Ders., Derniéres pensées, 1913.
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seinem Mythos von den idealen Gegenstinden, so wie er in stirkster
Fassung etwa bei Bolzano und gelegentlich auch bei Lotze und
E. Husserl anzutreffen ist. Andererseits seien uns nun aber auch
die Grundsitze der Mathematik nicht durch die Logik auferlegt,
denn der Mathematiker besitze in dem Verfahren der sogenannten
vollstindigen Induktion ein Begriindungsverfahren, das gegeniiber
den blofl tautologischen Umformungen der Logik einen aus-
gesprochen nichttautologisch, d. h. synthetischen Charakter besitze.
Mit anderen Worten: Die Mathematik sei weder eine Naturwissen-
schaft, noch sei sie mit der Logik zu identifizieren. Sie bilde mithin
nichts anderes als ein grandioses System von widerspruchslosen
Forderungen, in seine nie abschliebar zu denkenden Konsequenzen
verfolgt. Dafl das im wesentlichen zutrifft, wird insonderheit nach-
zuweisen versucht mit Hilfe einer niheren Untersuchung desjenigen
Tatbestandes, der unter dem Namen der Relativitit der Geometrie
bekannt ist, und der nach der mathematischen Seite hin vorzugs-
weise seinen Grund in der Abbildbarkeit mancher geometrischer
Systeme auf andere findet. Man kann nidmlich, und das hat ins-
besondere H. Poincaré!) mit grofler Sorgfalt getan, zeigen, auf die
niheren Uberlegungen haben wir hier nicht einzugehen, dafl der
empirische Befund uns nicht eindeutig eine diesen Befund eindeutig
charakterisierende Geometrie vorschreibt, wenn wir nicht zuvor
irgendwelche Fortsetzungen treffen oder Voraussetzungen iiber die
in der Natur obwaltende Gesetzlichkeit machen oder bereits Ans-
sagen tiber eine solche Gesetzlichkeit begriindet haben. Und er hat
dann aus dieser Tatsache den Schlufl gezogen, dafl es mithin nur
eine Frage der Okonomie sei, welche unter den vielen geometrischen
Disziplinen man zur Beschreibung der Wirklichkeit verwenden wolle.
D. h. gerade die Geometrie, eben auf Grund der genannten Relati-
vitit derselben, zeige mit aller Deutlichkeit, entgegen der land-
laufigen Ansicht, dafl man es in der Mathematik nicht mit einem
System von Wahrheiten, sondern lediglich mit einem System von
logisch willkiirlichen Forderungen zu tun habe.

Aber auch diese konventionalistische Grundansicht kann nicht
als eine befriedigende Antwort auf die Frage nach dem Wissenschafts-
charakter der Mathematik betrachtet werden. Denn was sollen das
fiir Forderungen bzw. Vereinbarungen sein, die die Axiome der
Mathematik darstellen? Forderungen sind doch immer Forderungen

1) Vgl. H. Poincaré, Wissenschaft und Methode, Deutsche Ausgabe, 1914,
S. 8off.
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von etwas, und Vereinbarungen sind ebenfalls immer Verein-
barungen iiber etwas. Der Konventionalist aber bleibt die Antwort
auf die Frage schuldig, von welchen Objekten handeln die logisch
willkiirlichen, wenngleich widerspruchsiosen Forderungen der Mathe-
matik bzw. iber welche Gebilde treffen die Axiome der Mathe-
matik widerspruchslose Vereinbarungen? Denn er lehrt weder, dafi
die Axiome der Mathematik als Forderungen iiber die Verwendung
von Zeichen anzusprechen sind, noch gibt er anderweitige Objekte
an, von denen sie handeln sollen, denn das kénnte ersichtlich nicht
vermittelst reiner Konventionen geschehen. Es ist zwar richtig —
und das bildet eine wichtige Einsicht, die man insbesondere dem Kon-
ventionalismus verdankt —, dafl man ein Axiomensystem der Mathe-
matik auffassen kann als ein System von Forderungen; man denkt
sich dann durch die betr. Axiome solche und nur selche Objekte
niher charakterisiert, welche die in den Axiomen niedergelegten
Beschaffenheiten besitzen, wobei es aber vllig dahingestellt bleibt,
ob es auch derartige Objekte gibt. Betrachtet man ein Axiomen-
system in dieser Weise, dann nennt man es auch in einem auf
J. D. Gergonne zuriickgehenden irritierenden Sprachgebrauch eine
,,implizite Definition** der in ihm auftretenden Zeichen fir die er-
wihnten Objekte. Man hat {ibrigens in der neueren mathematischen
Logik zeigen konnen, dafl eine solche Auffassung eines Axiomen-
systems darauf hinauslduft, ein Axiomensystem anzusehen als ein
System von Satzfunktionen, deren Variable die Stelle der erwihnten
Zeichen einnehmen. So wichtig nun aber auch diese insbesondere
durch den Konventionalismus bekannt gewordene Auffassung von
einem Axiomensystem als einem System von Satzfunktionen ist,
die Grundposition des Konventionalismus wird dadurch nicht ge-
stiitzt.

Ferner hat der Konventionalismus immer mit Entschiedenheit
betont, iibrigens genau so wie der Empirismus, dafl zwischen den
Axiomen auf der einen und den aus ihnen ableitbaren Lehrsitzen
auf der anderen Seite ein notwendiger Zusammenhang besteht. Er
hat es aber entsprechend seiner konventionalistischen Grundansicht
nicht dazu gebracht, die eigentliche Natur dieses Zusammenhanges
aufzukliren. Er hat vielmehr seine konventionalistische Einstellung
nur im Hinblick auf die Axiome der Mathematik aufrechterhalten
konnen und sie hinsichtlich des zwischen den Axiomen und den
Lehrsitzen obwaltenden Zusammenhanges preisgegeben, damit einen
Bruch mit seinen konventionalistischen, vielfach empiristisch durch-
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setzten Grundansichten vollziehend. Mithin kann also auch der Kon-
ventionalismus unsere Frage nach der besonderen Beschaffenheit
des Wissenschaftscharakters der Mathematik nicht allseitig be-
friedigend aufhellen, so sehr man ihm wertvolle Einsichten in dieser
Hinsicht auch verdankt.

Wir kommen nun zur vierten und letzten Grundansicht, zur
sogenannten formalistischen, die, radikal in ihre Konsequenzen ver-
folgt, eine befriedigende Antwort auf unsere Frage u. E. zu geben
gestattet. Der Formalismus?) behauptet kurz dieses: Reine Logik
wie reine Mathematik sind im eigentlichen Sinne des Wortes iiber-
haupt keine Wissenschaften, die aus Behauptungen bestehen,
zwischen denen ein Begriindungszusammenhang obwaltet. Reine
Logik wie reine Mathematik stellen vielmehr Kalkiile dar, in denen
es sich darum handelt, aus bestimmten, an sich willkiirlichen Aus-
gangsformeln nach bestimmten an sich willkiirlichen Operations-
vorschriften andere und andere Formeln herzuleiten. Krafi ge-
sprochen: Die reine Logik wie die reine Mathematik sind fiir sich
genommen gleichsam Formelspiele und nichts weiter. Aber diese
Kalkiile haben einen unermefilichen Wert fiir den Menschen. Denn
sie setzen ihn in einer gleich niher auszufihrenden Weise instand,
sich 'die Objekte seiner Umwelt dienstbar zu machen, indem er ihr
Verhalten mit Hilfe dieser Kalkiile wenigstens im Durchschnitt zu
berechnen in der Lage ist. Verwendet man nun die genannten
Kalkiile in dieser Weise, iiber das Wie derselben wird gleich niher
zu sprechen sein, dann mufl man diese Kalkiile vermittelst geeigneter
Deutungsvorschriften mit denjenigen Gebilden in Beziehung bringen,
die man mit ihrer Hilfe durch Berechnung in einer gewissen Weise
sich dienstbar zu machen sucht. Derartige, mit geeigneten Deutungs-
vorschriften behaftete Kalkiile sind aber nichts anderes als die
sogenannten naturwissenschaftlichen Theorien. Dabei handelt es
sich bei dem Logikkalkiil in der Regel um eine Kopplung der Logik-
formeln und der Operationsvorschriften, mit- dem Verhaiten, das

1) Der altere Logizismus, wie ihn B. Russell gelegentlich vertreten hat, Tauft
im wesentlichen auf die Behauptung hinaus, daf} die Mathematik restlos in die Logik
iiberfithrbar sei und letztere ein System von analytischen Wahrheiten darstelle.
Der neuere Logizismus, eine ausfiithrliche Auseinandersetzung mit ihm bleibe einer
spiteren Abhandlung vorbehalten, behauptet mit L. Wittgenstein, Tractatus
Logico-Philosophicus, 1922, dieses: Logik und Mathematik bilden ein System von
Tautologien, d. h. von wahren und apriorischen Aussagen, die nichts itber das,
w»was der Fall ist”, aussagen, die also keine Bilder der Wirklichkeit sind, sondern
vielmehr bedingungslos wahre Aussagen.
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wir an den Tag legen, wenn wir im landidufigen Sinne des Wortes
aus Behauptungen andere und andere Behauptungen beweisen, kurz
ein begriindendes Verhalten zeigen. Im Unterschiede dazu gibt der
um einige Ausgangsformein bereicherte Logikkalkil, man hat es
dann mit dem Mathematikkalkiil zu tun, diejenigen Formalismen
ab, die mit geeigneten Deutungsvorschriften behaftet, als natur-
wissenschaftliche Theorienbildungen auftreten. Das haben wir nun
im folgenden im einzelnen niher zu entwickeln, wobei sich, nebenbei
bemerkt, in mancher Hinsicht ergeben wird, dal man nur Empiris-
mus und Konventionalismus von hebbaren Mingeln zu befreien, zu
vertiefen und dann in ihre letzten Konsequenzen ohne Riicksicht
auf entgegenstehende jahrtausendjihrige Tradition zu verfolgen hat.

Wie so oft bildet auch hier ein die Entwicklung der zu schildern-
den Auffassung geeignet abkiirzendes Verfahren einen besonders
bequemen Zugang zu ihrem Verstindnis. Der Formalismus ist aus
der Axiomatik heraus entstanden; er hat sich entwickelt aus den
Bestrebungen der Mathematiker, iber die Grundvoraussetzungen
ihrer Disziplin letzte Aufschliisse zu erlangen, und zwar insbesondere
aus ihren Begriindungen heraus die Widerspruchslosigkeit der-
artiger Disziplinen zu erhirten. Dabei betrachtete man urspriinglich
die Mathematik als ein System von Wahrheiten, das in zwei Klassen
von solchen zerfiel: In die Klasse der auf andere nicht mehr reduzier-
baren Wahrheiten, Grundwahrheiten oder Grundsitze oder Axiome
genannt, und die Klasse aller anderen einschligigen Wahrheiten,
die als Folgewahrheiten oder als Lehrsitze bezeichnet werden. Wie
kann man nun tberhaupt — das bildete die wichtigste Frage — die
Widerspruchslosigkeit einer vorgelegten mathematischen Disziplin
gegebenenfalls ermitteln, ohne sich lediglich auf eine angeblich un-
mittelbare Erkenntnis zu beziehen, d. h., wie kann man im einzelnen
ermitteln, dafl man, ausgehend von den Axiomen einer mathe-
matischen Disziplin, bei ausschliellicher Benutzung der als einwand-
frei betrachteten Begriindungsverfahren niemals zu einem Paar
einander widersprechender Sitze gelangt? Diese Frage, die zuerst
bei Gelegenheit der Untersuchungen iiber die Grundlagen der Nicht-
Euklidischen Geometrien auftauchte, fithrte zu folgenden Ergeb-
nissen. ‘ '

Es gelang, die Widerspruchslosigkeit dieser Geometrien dadurch
sicherzustellen, daf3 man Euklidische Modelle derselben fand. Man
zeigte nimlich, dafl es zu den fraglichen Geometrien innerhalb der
Euklidischen Geometrie Teilsysteme gibt derart, daB man die so-
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genannten primitiven Begriffe wie die zwischen ihnen durch die
Axiome gestifteten Beziehungen einer Nicht-Euklidischen Geometrie
Gebilden der Euklidischen umkehrbar eindeutig zuordnen kann.
Und zwar derart zuordnen kann, dafl, wenn Gegenstinde der be-
treffenden Nicht-Euklidischen Geometrie durch eine Beziehung R
verkniipft sind, die ihnen vermége der Zuordnung entsprechenden
Gebilde gerade in derjenigen Beziehung stehen, die der Beziehung R
durch die Zuordnung zugeordnet ist. Wiirde nun ein Paar einander
widersprechender Siatze in der betreffenden Nicht-Euklidischen
Geometrie vorhanden sein, dann miifiten sich auch die ihnen ver-
moge der betreffenden Zuordnung entsprechenden Sitze der Eukli-
dischen widersprechen. Damit ist dann also die Widerspruchs-
losigkeit der betreffenden Nicht-Euklidischen Geometrien auf die
der Euklidischen reduziert. Wie aber steht es mit deren Wider-
spruchslosigkeit? Man kann sie erweisen, wenn man annimmt, die
Arithmetik sei eine widerspruchslose Disziplin. Aber ist nun die
Arithmetik in der Tat frei von Widerspriichen? Mit anderen Worten
und allgemeiner: Es gibt zwar Beweise der Widerspruchslosigkeit
von Sitzen, wenn man voraussetzt, daBl gewisse andere Systeme
von Sitzen widerspruchslos sind; aber gibt es biindige Begriindungen
(einé solche braucht nicht restlos eine schlieende Begriindung zu
sein) der Widerspruchslosigkeit von Axiomensystemen schlecht-
hin und nicht blo8 solche relativ zu der vorausgesetzten Wider-
spruchslosigkeit anderer?

Die Auflésung dieses Probleme wurde weitgehend geférdert
durch Riickgriff auf die geeignet fortentwickelte mathematische
Logik oder die Logistik, wie man sie auch nennt. Man erkannte
zunichst, dal die Leistung der Logistik, die u. a. eine kalkiilmiBige
Behandlung der schlieBenden Begriindungen wie der Definitionen
liefert, folgendermaflen interpretierbar ist. Wenn man aus ge-
wissen Primissen P nach den iiblichen Schluiverfahren S be-
stimmte Folgerungen F ableitet, so a8t sich dies kalkiilmiBig
durch folgendes Verfahren erfassen. Man ordne durch eine beider-
seitshin zu lesende Vorschrift allen in Frage stehenden Sitzen
Formeln zu und den Schlufiverfahren Operationsvorschriften im
Kalkiil. Seien P’ die P zugeordneten Formeln, und F’ die F zu-
geordneten Formeln, dann 148t sich F” aus P’ gerade nach den den
Schlufverfahren S entsprechenden Operationsvorschriften S’ ab-
leiten. Hierbei sind die Regeln S’ des Logikkalkiiles durch die er-
wiahnte Vorschrift mit den Schluiverfahren S gekoppelt.
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Ein ahnliches Resultat vermochte man nun auch hinsichtlich
der mathematischen Disziplinen durch die sogenannte Formalisierung
derselben zu erzielen, d. h. vermittelst ihrer Ersetzung durch einen
Kalkiil. Daf} das, und genauer wie das immer mdoglich ist, ergibt
sich aus nachstehenden Betrachtungen: Die betreffende zu formali-
sierende Disziplin denkt man sich zunichst in denjenigen Zustand
tiberfiihrt, in dem man aus einigen der zu ihr gehorigen Behauptungen,
den Axiomen, die anfinglich noch als Grundwahrheiten gelten, alle
weiteren einschidgigen Behauptungen, es sind die Lehrsitze, durch
biundiges Schliefen ermitteln kann. Hat man eine Disziplin der-
gestalt gleichsam auf ein Axiomensystem reduziert, dann lifit sich
dieses Axiomensystem als ein System von Behauptungen auffassen,
welches angibt, dal}- gewisse Beziehungen zwischen gewissen in
diesen Behauptungen enthaltenen Begriffen bestehe, bzw. zwischen
den Gegenstinden, von denen gegebenenfalls diese Behauptungen
gelten bzw. zwischen den erwihnten Begriffen und Gegenstinden.

Der zweite Schritt zur gesuchten Formalisierung einer Disziplin
besteht nun darin, dafl man von den nicht-relationstheoretischen
Beschaffenheiten der Beziehungen absieht. Man fafit dann das er-
wihnte System von Grundbehauptungen nur noch auf als ein solches,
das ein Netzwerk von lediglich nach ihren ordnungsstiftenden
Eigenschaften charakterisierten Relationen beschreibt, die zwischen
gewissen Gegenstinden bestehen, welche ihrerseits nur noch nach
ihrer Stellung zu den Relationen voneinander unterschieden werden
und denen sonst weiter keine Beschaffenheiten beizulegen sind.
Dann kénnen ersichtlich logische Umformungen, das Ziehen von
Schliissen, angewendet auf ein derartiges System, nur folgendes
liefern: Sie konnen nur zeigen, dafl neben den Ausgangsrelationen
auch noch andere Relationen, oder wenigstens die Ausgangsrelationen
noch in anderer Hinsicht, zwischen den betreffenden weitgehend
nicht ndher bestimmten, aber fiir die Zwecke einer schliefend be-
griindenden Wissenschaft gerade weit genug bestimmten Gegen-
stinden bestehen.

Dabei erhebt sich die Frage, ob bei einem solchen ,,Absehen‘’
von allen nicht-relationstheoretischen Beschaffenheiten der Re-
lationen eines derartigen Netzwerkes (es ist ein Ubergang von den
Relationen zu den Relationszahlen derselben im Whitehead-Russell-
schen Sinne) nicht die betreffenden Relationen in unzulissiger Weise
wichtiger Eigenttimlichkeiten beraubt werden und ob des weiteren
immer das Netzwerk von in solcher Weise verallgemeinerten Re-
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lationen noch als eine im Hinblick auf die zu ziehenden Schliisse
vollwertiger Ersatz des urspriinglichen gelten kann. Dazu ist fol-
gendes zu sagen: Selbstverstindlich sind die urspriinglichen, irgend-
wie besonders beschaffenen Relationen verschieden von den ab-
strakten Relationen, die lediglich als Zeichen fiir alle diejenigen
Relationen zu denken sind, die unbeschadet inhaltlicher Verschieden-
heiten dieselben ordnungsstiftenden Eigenschaften besitzen. Aber
zum Zwecke einer Ableitung von Sitzen aus Sitzen, die durch das
Ziehen von Schliissen erfolgt, ist das gleichgiiltig. Bei einem der-
artigen Verfahren nimlich wird von denjenigen und nur denjenigen
Beschaffenheiten des Systems der urspriinglichen Sitze Gebrauch
gemacht, die allen diesem Systeme isomorphen Systemen gleicher-
maBen zukommt. Diese Eigentiimlichkeit des blof} schliefend vor-
gehenden Verfahrens bei der Gewinnung neuer Aussagen aus ge-
gebenen bringt es iibrigens auch allein mit sich, dal man dieselben
Schluiformen auf den verschiedensten Gebieten mit Erfolg gleich-
artig anwenden kann.

Der dritte und letzte Schritt zur Formalisierung der vorgelegten
Disziplin besteht jetzt darin, dafl man das beschriebene Netzwerk
von Beziehungen, die zwischen gewissen Gegenstinden obwalten,
welche nur noch nach ihrer Stellung zu diesen Beziehungen unter-
schieden werden, mit den Mitteln des Logikkalkiiles wiedergibt.
Dabei ist die Tatsache zu konstatieren, dafl die Mittel des Logik-
kalkiiles dazu ausreichen; ein Umstand, nebenbei bemerkt, der
eine gewisse weitgehende Verwandtschaft zwischen reiner Logik
und reiner Mathematik vermuten lifit. Bei dieser Wiedergabe ent-
spricht dann dem urspriinglichen System von Grundbehauptungen
ein System von Ausgangsformeln des Kalkiiles, wobei die sogenannten
Gegenstinde dieser Grundbehauptungen als Variablenzeichen in
die Formeln des Kalkiiles eintreten. Das bedeutet aber nicht etwa,
um Irrtiimern vorzubeugen, dafl man die betreffenden Ausgangs-
formeln aus den Ausgangsformeln der Logik ableiten kann, sondern
lediglich, dafi man sie mit den Mitteln des Kalkiiles als Kalkiil-
formeln hinzuschreiben vermag. Weiterhin entspricht der schlieffen-
den Begriindung von neuen Behauptungen aus den Grundbehaup-
tungen in der Sphire des Kalkiiles die Gewinnung neuer Formeln
aus den Ausgangsformeln vermittelst der Operationsvorschriften des
Kalkiiles. Damit entspricht dann also der auf ihre Widerspruchslosig-
keit hin zu priifenden Disziplin ein Kalkiil, und in diesem Ersatz durch
einen Kalkiil besteht die Formalisierung der betreffenden Disziplin.
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Bei einer dergestalt formalisierten Disziplin nun, sofern sie
urspriinglich etwa ein paar einander widersprechender Sitze ent-
hielt, wird infolgedessen eine dieses Vorkommnis anzeigende typische
Formel auftreten. Kann man nun innerhalb der formalisierten
Disziplin, also innerhalb des Kalkiiles, ermitteln, dafl diese Formel
ordnungsgemif in dem betreffenden Kalkiil nicht hergeleitet werden
kann, so hat man die Widerspruchslosigkeit der Disziplin auf dem
Umwege iiber ihre Formalisierung gefunden, wobei wir die Art, wie
man dabei wesentlich nach dem Vorgange D. Hilberts zu Werke
geht, hier nicht niher angeben wollen.?)

Die bei dem Bemiihen, die Widerspruchslosigkeit einer mathe-
matischen Disziplin zu zeigen, gefundene Formalisierung einer
solchen zeigt nun, dafl man die urspriingliche Disziplin gleichsam
in zwei Teile aufspalten kann, von denen der eine, nimlich der durch
die Formalisierung gewonnene Kalkiil, fiir die schlieBenden Be-
grindungen allein wichtig ist. Der andere Teil hingegen, der bei
der Formalisierung in Wegfall kommt, stellt bei niherem Zusehen
nichts weiter dar als eine Kopplung des Kalkiiles mit dem Verhalten
gewisser Objekte, dargestellt in teilweise formelm#Bigen Aussagen
tiber dieselben. Diese fundamentale Erkenntnis liefert nun die
Mittel, das, was an der Position des Empirismus, wie das, was an
der Position des Konventionalismus haltbar ist, zu vertiefen und
zu einer neuen Auffassung von der Natur der mathematischen
Disziplinen zusammenzufassen. Die reine Mathematik ist nichts
anderes als ein Kalkiil, fortan Mathematikkalkiil genannt, in dem
es also weder Wahrheit noch Falschheit gibt und der an sich infolge-
dessen in logischer Hinsicht willkiirlich ist. Darin liegt die Ver-
tiefung der von dem Konventionalismus immer vertretenen, aber bei
seiner sonstigen Auffassung nicht zu rechtfertigenden Behauptung
von-dem konventionalistischen, logisch willkiirlichen Charakter der
Mathematik. Deutet man aber den Mathematikkalkiil oder einen
Ausschnitt desselben vermittelst einer Deutungsvorschrift, die man
natiirlich in geeigneter Weise zu wihlen hat, dann erfafit man unter
Umstinden mit Hilfe dieses, mit einer Deutungsvorschrift ver-
sehenen Kalkiiles das Verhalten gewisser Objekte zutreffend; und

1y Was die Arbeiten D. Hilberts und seiner Schule, insbesondere diejenigen
von P. Bernays betrifft, vgl. man das dem seiner Zeit erwihnten Fraenkelschen
Werke beigegebene Literaturverzeichnis; vgl. ferner W. Dubislav, Elementarer
Nachweis der Widerspruchslosigkeit der Logikkalkiiles, Crellesches Journal, Bd. 161,

1929.
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dieser Kalkiil kann und mufi dann als der priziseste Ausdruck
einer naturwissenschaftlichen Theorie gelten, die die Beschaffen-
heiten der den Formeln zugeordneten Objekte zu erfassen gestattet.
In diesem Umstand ist die Tatsache mitenthalten und geeignet ge-
deutet, auf die der Empirismus immer hinwies, wenn er die Axiome
der Mathematik als Hypothesen hinstellte.

Wir haben nun noch genauer zuzusehen, wie die geschilderte
Beziehung zwischen einer formalisierten mathematischen Disziplin
und den Objekten niher aussieht, die gegebenenfalls mit ihrer Hilfe
berechnet werden solien. - Dabei liegt dann folgender Sachverhalt
vor: Man hat einen Kalkiil, in dem es sich darum handelt, aus ge-
wissen Ausgangsformeln vermittelst bestimmter Regeln, den Ope-
rationsvorschriften des Kalkiiles, andere Formeln abzuleiten. Es
mufl dann, wenn dieser Kalkiil eine Berechnung gewisser Objekte
gestatten soll, erstens moglich sein, die in dem Kalkiil auftretenden
Beziehungszeichen umkehrbar eindeutig zu koppeln mit bestimmten
Beziehungen innerhalb des Bereiches der zu berechnenden Objekte.
Es muBl zweitens moglich sein, die Gebilde, welche durch die Be-
ziehungszeichen des Kalkiiles (sie sollen fortan kurz die Kalkiil-
beziehungen heiflen) miteinander verkniipft werden, umkehrbar
eindeutig den zu berechnenden Objekten zuzuordnen, und zwar in
folgender Weise: Wenn zwischen Gebilden der angegebenen Art
bestimmte Kalkiilbeziehungen obwalten, so sollen zwischen den-
diesen Gebilden entsprechenden Objekten gerade diejenigen Be-
ziehungen bestehen, die den Kalkiilbeziehungen vermége der Zu-
ordnung zugeordnet sind. Dabei wollen wir aber bei dieser Gelegen-
heit weder auf diejenige Verfeinerung dieser Betrachtung eingehen,
die erforderlich ist, wenn innerhalb des Kalkiiles Kalkiilbeziehungen
auftreten, die ihrerseits zwischen Kalkiilbeziehungen gelten, noch
wollen wir zeigen, wie man in den Rahmen dieser Uberlegungen die
sogenannte statistische Gesetzlichkeit einzubeziehen hat.)

Abschlieflend sei noch in aller Kiirze das Verhiltnis von Logik
und Mathematik erortert. B. Russell hat bekanntlich gelegentlich
behauptet, dafl die Mathematik restlos in die Logik iiberfiihrbar sei.
Das ist eine falsche bzw. eine wahre Behauptung, entsprechend der
hier vertretenen formalistischen Grundansicht, je nachdem wie man
diese Behauptung interpretiert. Soll sie nimlich besagen, dafi man
aus den Ausgangsformeln der Logikkalkiiles vermittelst der Ope-

) Vgl W. Dubislav, Zur Wahrheitstheorie, Philosophie u. Sch., 1930.
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rationsvorschriften derselben diejenigen Formeln ableiten kann, die
als die Grundformeln des Mathematikkalkiiles zu betrachten sind,
so ist sie eine falsche Behauptung. Denn man kann z. B. diejenige
Formel des Mathematikkalkiiles auf diese Weise nicht ableiten, die
dem sogenannten Unendlichkeitsaxiom entspricht. Nur in einem
anderen, weniger besagenden Sinne ist die Russellsche Behauptung
eine wahre. Man schreibe eine formale Implikation an, deren Im-
plikans (Vorderglied) 4 (x, 7, ...) aus derjenigen Formel besteht,
die den Axiomen der Mathematik bei gewdhnlicher Darstellung der-
selben entspricht, und deren Implikat (Hinterglied) B (x, ¥, ...)
von einer Formel gebildet wird, die das formelmiBige Aquivalent
irgendeines Lehrsatzes der Mathematik ist, bei gewdhnlicher Dar-
stellung derselben. Dann ist es wahr — und nur, wenn sie dies
meint, ist die Russellsche Behauptung eine wahre —, dafi man die
formale Implikation 4 (%, ¥, ...} — B (%, ¥, .. .) allein nach den
Operationsvorschriften des Logikkalkiils aus seinen Ausgangs-
formeln ableiten kann. Das besagt mit anderen Worten: Man
kann allein mit Hilfe des Logikkalkiils alle Formeln des Mathe-
matikkalkiils ,,aufbauen®’, aber man kann sie nicht aus den Aus-
gangsformeln der Logikkalkiils allein ,ableiten”, sondern
bedarf dazu noch besonderer Ausgangsformeln, die zwar auch im
urspriinglichen Logikkalkiil Formeln sind, nur eben keine ableit-
baren. Mithin ist der Mathematikkalkiil ein um wenige neue Aus-
gangsformeln, aber um keine einzige neue Operationsvorschrift er-
weiterter Logikkalkiil.)

1) Vgl. W. Dubislav, Zur Lehre von der sog. schopferischen Definition,
Philosophisches Jahrbuch, 1928 (Teil I) und 1929 (Teil II), insbesondere Teil II,
S. 51ff.



