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Die Frage nach den Objekten, yon denen die Mathematik 
handclt, einmal angenommen, dab es derartige Objekte gibt, all- 
gemeiner die Frage naeh der besonderen Art des Wissenschafts- 
charakters der Mathematik ist eine sehr alte. Aber dessenungeachtet 
besteht keine Einigkeit fiber ihre zureichende Erledigung. Im Gcgen- 
teil, bis in die Gegenwart hin scheidet die Beantwortung dieser 
Frage die Forscher. Und der tiefe Gegensatz zwischen Formalismus 
und Intuitionismus, um nur diesen einen hier zu nennen, entspringt 
nieht zuletzt aueh aus grundverschiedenen Llberzeugungen yon der 
Natur der mathematisehen Disziplinen. Im folgenden soll versueht 
werden, hier zu einer K1/irung zu gelangen. 

Vier eharakteristische einander ausschlieflende Thesen sind hin- 
sichtlich des sogenannten Gegenstandes der Mathematik festzu- 
stellen: I. die P 1 a t o n- K an t isehe These zuzfiglich der intuitioni- 
stischen; II. die empirisehe These; III. die konventionalistisehe 
These und schliet31ieh IV. die formalistisehc These wie deren Vor- 
l~uferin, die logizistisehe. 

Die P 1 a t o n- K a n t ische Auffassung yon den charakteristischen 
Eigenschaften der mathematischen Disziplinen kann in Kfirze dahin 
zusammengefat3t werden: In der Mathematik besch~ftigt man sich 
im Unterschiede zu allen sogenannten Wirklichkeits- oder Real- 
wissensehaften nicht mit Objekten, die der gew6hnlichen Beo~ach- 
tung zugXnglich sind. Man sueht vielmehr in ihr die Beschaffen- 
heiten yon bestimmten Wesenheiten oder Entit~ten oder Ideen oder 
eine mit dem mensehlichen Erkenntnisverm6gen unl6sbar verbunden 
gedaehte Form vieler und wiehtiger Vernunfterkenntnisse zu er- 
fassen. Dabei gilt diese Form als die allen gew6hnlichen Anschau- 
ungen eigentfimliche. Den mathematischen Erkenntnissen wird des- 
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halb vorzugsweise meist ein, wie man sagt, ewiger oder zeitloser 
Geltungscharakter zugeschrieben, mit auf Grund der angeblichen 
oder tats~chlichen Einsicht, dab allein dasjenige hie veraltet, was 
sich hie und nirgend begeben hat. Und zwar ist der Kant isehen 
Gestaltung dieser Grundauffassung zufolge 1) die Mathematik hinzu- 
stellen als das System derjenigen synthetischen (nicht-tautologischen) 
Urteile a priori (Vernunfterkenntnisse), in denen die Beschaffen- 
heiten der obenerw~ihnten anschaulichm, Form und ihrer Unter- 
formen zutreffend erfaflt werden. Genauer: Der Mathematiker kSnne 
beim Aufbau seiner Disziplin yon einem in allen Einzelheiten angeb- 
baren System yon Grundvoraussetzungen ausgehen, ohne beffirchten 
zu mfissen, dab er gegebenenfalls ein System yon Irrtfimern in seine 
Konsequenzen verfolge. Denn kraft eines besonderen jedem Ver- 
nunftwesen zu  eigenem ErkenntnisvermSgen sei er in der Lage, sein 
System yon Grundvoraussetzungen mit unmittelbarer Gewit3heit als 
ein System yon Wahrheiten und yon erftillten Begriffen zu qualifi- 
zieren. Er kSnne, was die Begriffsbildung im besonderen anbelangt, 
aus den in den Grundvoraussetzungen enthaltenen Gebilden alle 
weiteren Begriffe durch Determination gleichsam schSpferisch er- 
zeugen, da das erw~hnte Erkenntnisverm~gen ihrn die Nicht-Leerheit 
seiner Begriffsbildungen jeweils zu erkennen gestatte vermSge einer 
eigenartigen angeblich mit unmittelbarer Gewii3heit ausffihrbaren, 
nicht empirisch fundamentierten Konstruktion der unter die frag- 
lichen Begriffe fallenden Gegenstiinde. Das ErkenntnisvermSgen, 
das dies alles leistet, wird als ,,reine Anschauung" oder auch als ,,die 
Erkenntnis der reinen Anschauung" bezeichnet, wobei in diesem 
Zusammenhange oder unter einem sogenannten VermSgen nichts 
anderes verstanden wird, als die Zusammenfassung gewisser ein- 
schl~giger Tatsachen auf Grund der Erwartung, daft unter bestimmten 
Voraussetzungen ein bestimmtes psychisches Ph~inomen eintreten 

1) Vgl. abgesehen yon den elnsehl~igigen Ausffihrungen Kants~ die bedauer- 
licherwelse vielen Auslegungen Platz geben~ L. Ne lson ,  Bemerkungen fiber die 
Nicht-Euklidische Geometrie und den Ursprung der mathematischen GewitSheit 
Abhandl. der Friesschen Schul% N. F.~ Bd. I~ I9o4/o6; D e r s e l b e ,  Kant und die 
Nieht-Euklidische Geometrle,. z9o6; Der se lbe~  Des fondements de la g~om~trie~ in 
Die Reformation der Philosophic durch die Kritik tier Vernunft, z9z8 ~ S. 87ff.; 
D ers.: Krifische Philosophie und mathematische Axiomafik~ Unterrichtsbl~tter ffir 
Mathemafik u. Naturwissenschaften~ Jahrg. I928 ; H. Scholz~ Das Verm~chtnis 
der Kantschen Lehre yon Raum und yon der Zeit, Kantstudien~ Bd. 29, I924; 
L. Cou tu ra t~  Die philosophischen Prinzipien der Mathematik, Deutsche Ausgabe 
z9o8 ~ S, 247ff. 
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wird. Mit Hilfe dieses besonderen Erkenntnisverm6gens ,,reine An- 
sehauung", wenngleieh nieht isoliert yon den sonstigen Bet~tigungs- 
weisen unseres ErkenntnisvermSgens, werde nun die ansehauliehe, 
yon den jeweiligen Umst~inden und unserer Willktir unabh~ingige 
Form unserer Vernunfterkenntnisse erkannt, soweit sie eine solehe 
haben. Und zwar erkenne man rnit unmittelbarer Gewit3heit, dab 
diese Form zwei Unterformen besitze in Gestalt der Ansehauungs- 
form ,,Raum", wohl aueh in irritierendem Spraehgebraueh Raum- 
vorstellung genannt, und der Ansehauungsform ,,Zeit", analog ge- 
legentlieh als Zeitvorstellung bezeiehnet. Die Besehaffenheiten dieser 
beiden Unterformen nun  werden in der Mathematik systematiseh 
ergriindet. Dabei gilt die Geometrie als die erfahrungsunabh~ingige 
Wissensehaft, yon dem einen Raum im n~iher bezeiehneten Sinne 
dieses Terminus. Und analog die zu einer Einheit zusammengefaBt 
gedaehten niehtgeometrisehen Disziplinen der Mathematik als die 
erfahrungsunabh~ingige Wissensehaft yon der einen Zeit. 1) Und 
beide zusammen erg~iben die Mathematik, diese Kfnigin unter den 
Wissensehaften. 

Was weiterhin die Tatsaehe der Anwendbarkeit der Mathematik 
auf wirkliehe Objekte betrifft, so finder dieser fundamentale Um- 
stand K a n t  zufolge seine ersehSpfende wie weittragende Aufhellung 
in naehstehenden Aussagen: Jede gewOhnliehe, aueh empirisch ge- 
nannte Wahrnehmung oder Ansehauung k~ime nur unter Mitwirkung, 
wenngleieh keineswegs aussehliet]lieher Mitwirkung, des Erkenntnis- 
vermSgens ,,reine Ansehauung" zustande. Und zwar lieferte diese 
,,reine Ansehauung" in Gestalt yon Raum und Zeit diejenigen beiden 
Formen, die an und in jeder Ansehauung als das niehterfahrungs- 
m~iflige Skelett oder besser als die niehterfahrungsm~iflige Form der- 
selben anzuspreehen seien, so dab wir die versehiedenartigsten empi- 
risehen Ansehauungen eben zu einer und derselben Erkenntnis der 
Objekte verbinden k6nnten. Dabei ist aber, um Mit3verstgndnisse 
auszusehlieBen, hervorzuheben, dab K a n t s Ansieht nieht dahingeht, 
dab man sieh diese Formen faktiseh isoliert yon Wahrnehmungen 
zum Bewut3tsein bringen k6nne. K a n t  behauptet mit anderen 
Worten: Weil die Mathematik lediglieh die in logiseher Hinsieht 
erfahrungs-unabh~ingigen Formen jeglieher gewOhnliehen Wahr- 
nehmung erforsehe, lieflen sieh ihre Resultate auf das Verhalten 
der in Wahmehmungen zu erfassenden Objekte anwenden. Und 

x) Vgl. W, R. Hamilton, Transactions of the Royal Irish Academy, z837, 
S. 293ff. 
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das seien alle wirklichen Objekte, denn jede ~vVahrnehmung als solche 
habe eine dieser Formen, und was seinen Beschaffenheiten nach 
nicht Gegenstand einer mSglichen Wahrnehmung werden k6nne, 
das sei auch nicht wirklich, sondern blot3 eine Chim~ire. 

Fassen wit zusammen: Nach Kant ischer  Lehre ist die Mathe- 
matik eine Gesamtheit yon in Begrfindungszusammenhang stehenden 
wahren Urteilen. Und zwar sind diese Urteile synthetische Urteile 
im Unterschiede zu den zur formalen Logik geh6renden, die ein 
System yon Tautologien (analytischen Urteilen) darstellen. Sie sind 
ferner Urteile a priori, das soil in diesem Zusammenhange heit3en: 
Diese Urteile haben, mag auch ihre Erwerbung yon Erfahrungen 
mit veranlat3t sein, keine Erfahrungen zu Grfinden und sind dutch 
Erfahrungen weder zu best~tigen noch zu widerlegen. Es sollen 
schliet31ich drittens solche synthetischen Urteile a priori sein, die 
(wenigstens was ihre nieht weiter auf andere Urteile reduzierbaren 
Grundurteile betrifft) vermittelst der Erkenntnis der reinen An- 
schauung mit unmittelbarer Gewifiheit als wahre Urteile zu quali- 
fizieren sind, als wahre Urteile, in denen die Beschaffenheiten der 
beiden nichtbegrifflichen Formen Raum und Zeit urteilsm~ifSig- 
begrifflich erfat3t werdenl). 

Zu dieser Kant ischen Lehre, die in manchen Teilen auch schon 
yon P l a t o n  ~) vertreten wurde, ist folgendes zu sagen: Die These, 
derzufolge ein vernfinftiges Wesen kraft seiner Organisation fiber 
ein ErkenntnisvermSgen ,,reine Anschauung" verftigt, ist yon K a n t  
in keiner Weise ausreichend begrfindet. Denn die Tatsache, dab 
gewisse Wahrnehmungen, wie man so sagt, etwas Gemeinsames 
haben, l~it3t ganz anderweitige Erkl~rungen zu als die Kant ische:  
Dieses Gemeinsame liege in erfahrungsunabhiingigen nichtbegriff- 
lichen Formen vor. Auch das gelegentlich zur Unterstfitzung ihrer 
Behauptungen yon Kantianern beigebrachte sogenannte Approxima- 
tionsargument ist nicht schliissig. Es lautet: Wenn man ein wirk- 
liches Objekt auf Grund bestimmter Eigenschaften etwea als eine 
Kugel hinstellt, so sei das hierin sich dokumentierende Verhalten 

x) Diese flare Eigenschaft soll K a n t  zufolge die Urteile der Mathematik yon 
denjenigen unterscheiden~ die~ wie z./3. der Satz der Kausallt~t~ zur Metaphysik 
in seinem Sinne gehSren~ d .h .  zu dem System derjenigen synthetlschen Urteile 
a priori~ deren Griinde nicht durch die Erkenntnis der reinen Anschauung zu er- 
fassen sind. 

z) Vgl. E. F. Apel t~  Metaphysik~ neu herausgegeben v0n R. Ot to ,  I9Io (Ur- 
ausgabe I857), S. 9Iff.; H. Lotze~ Logik~ Ausgabe der Philosophisclaen Bibliothek z 
yon G. Misch~ I912 ~ S. 5osff. 
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nur dadurch zureichend zu erkl~iren, dab man dieses Objekt mit einer 
durch reine Anschauung gegebenen Form vergleiche. Der diesem 
Argument zugrunde liegende Sachverhalt ist vielmehr durch eine 
radikal einfache naturwissenschafttiche ~.)berlegung zu ersetzen, die 
zu ganz anderen Konsequenzen n6tigt. Aber yon diesen allgemeinen 
Bemerkungen abgesehen ist die hier zur Debatte stehende Kant i sche  
Position deshalb nicht haltbar, weil sit mit ausreichend gesicherten 
Resultaten der Mathematik wie der Naturwissenschaft in unheb- 
baren Konflikt get,it. Wenn es n~imlich wahr w~ire, dab die Axiome 
der Mathemafik Wahrheiten darstellten -- also vor allem auch, wie 
K a n t  behauptet, die Axiome der Euklidischen Geometrie die Grund- 
wahrheiten yon den Beschaffenheiten der Form ,,Raum" repr~isentieren 
-- dann miifite die moderne Physik hinsichtlich der Relativit~its- 
theorie g~inzlich abwegig sein. Denn ist ,,der Raum" tin Euklidischer, 
dann ist es also falsch, wie in der Relativit~tstheorie gelehrt wird, 
dab er ein Nicht-Euklidischer ist. Und des weiteren sind dann auch 
diejenigen Aussagen der Relativit~itstheorie hinsichtlich der Zeit und 
ihre Verkoppelung mi t  riiumlichen Aussagen nichts als Irrtiimer, 
die mit dem angeblich auf Grund einer Erkenntnis der reinen An- 
schauung gewonnenen einschl~igigen K antischen B ehauptung un- 
vereinbar sind. Dabei wollen wir abet bier nicht niiher in eine De- 
batte dieser vielfach behandelten Einzelheiten eintreten und nut auf 
die bert. Untersuchungen yon H. R ei c h e nb ac h verweisen.1) Ledig- 
lich die Frage wird uns bei Gelegenheit der Behandlung des kon- 
ventionalistischen Standpunktes besch~iftigen, welche nicht logisch 
notwendigen Voraussetzungen zu machen sind, damit das s0genannte 
Raum-Zeitproblem tin naturwissenschaftlich entscheidbates wird. 

So grot3 nun aber auch schon beim sogenannten Raum-Zeit- 
problem derUnterschied zwischen der K antischen Position und der 
der modernen Physik hinsichtlich der einzelnen Behauptungen ist, 
er wird noch dadurch vertieft, und damit ein untiberbrfickbarer, 
dat3 er sich zu einem solchen der Begrfindungsmethoden ausweitet. 
K a n t  behauptet n~imlich, dab man in Gestalt des Gegenstartdes 
der Mathemafik, wie noch sonstiger unanschaulicher Prinzipien, um 
nur den Satz der Kausalitiit zu nennen, einen in logischer Hinsicht 
erfahrungsunabh~ingigen Besitzstand unserer Vernunft vor sich hat. 
In diesem Rahmen aUein kSnne Naturwissenschaft realisiert werden. 

1) Vgl. H. Re ichenbach~  Philosophie d. Raum-Zeitlehre. 1928; Ders.~ Ziele 
und Wege der physikalischen tgrkenntnis~ aus Handbuch der Physik~ herausgegeben 
"con H. Ge iger  u. K. Scheel~ Bd. IV~ I929 . 
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Das gesch~he dergestalt, daft man erstens jenen allgemeinen, teils 
ansehauungsartigen (Raum und Zeit), teils unansehaulichen (Grund- 
siitze des reinen Verstandes; Kategorien) Besitzstand in Urteilen 
fixiere. Daft man zweitens diesen Urteilen die einzelnen Wahr- 
nehmungsbehauptungen unterzuordnen habe, um schliet31ich drittens 
diese Wahrnehmungsbehauptungen in Gestalt yon solchen Urteilen 
zusammenzufassen, in denen sogenannte besondere Naturgesetze 
wiedergegeben wfirden. Aber die in diesem allgemeinen Besitzstand 
enthaltenen Erkenntnisse, und darin liegt der unfiberbrfickbare 
Gegensatz zum Vorgehen der modernen Naturwissensehaft, k6nnten 
durch Erfahrungen weder best~tigt noch widerlegt, sondern lediglieh 
vermittelst der berfihmt-bertichtigen transzendentalen Methode als 
solche a u f g e z e i g t  werden; d. h. aufgezeigt werden als in logischer 
Hinsieht erfahrungsunabNingige und allerst Erfahrung erm6glichende 
Prinzipien. 1) Dagegen ist das methodisehe Vorgehen der modemen 
Wissenschaft ein g~inzlieh anderes. Es ist grunds~itzlich dieses ~) : Aus- 
gehend yon einer mehr oder weniger umfangreichen Sammlung yon 
Beobaehtungen sucht man ein System yon ansatzartig aufzustellen- 
den Annahmen ausfindig zu machen, mit deren Hilfe man zun/iehst 
die bislang gemaehten Beobaehtungen formulieren kann. Sie bilden 
die ersten Bausteine zu einer einschl~igigen Theorie, da man sie ja 
nur zum kleinsten Teil direkt dureh Beobachtung best~itigen kann. 
Alsdann versucht man, die ansatzartig gemachten Annahmen mittel- 
bar zu erh~rten, oder, wie man meist sagt, zu verifizieren. Man geht 
dazu yon den Formulierungen der durch Beobaehtung gegebenen 
Saehverhalte aus und gelangt dann mit den Mitteln der ansatzartig 
gemachten Annahmen dureh !ogisch-mathematische Umformungen 
zu Aussagen fiber das Verhalten der zu erforschenden Objekte. Und 
zwar zu solchen Aussagen, die ihrerseits einer Prfifung dureh Beob- 
achtungen f~ihig sind. Stellt sich dann heraus, dab in allen praktisch 
der Kontrolle zug~inglichen F~illen die ansatzartig akzeptierten An- 
nahmen zu zutreffenden Aussagen ffihren (sie werden in der Regel 
in Gestalt von Vorhersagen erscheinen), so wird man sie als giiltige 
Theorie hinzunehmen haben. Und das wird man so lange zu tun 
haben, bis sich herausstellt, dab man mit Hilfe dieser Theorie bei 
sonst korrektem Vorgehen zu Aussagen gelangt, die, wie Beobach- 

1) Vgl. W. Dubislav,~ Zur Methodenlehre des Kritizismus~ 1929. 
2) Vgl. W. D u b i s l a v ~  Zur Philosophie der Mathemutik u. Naturwissenschaft~ 

Annalen d. Philosophi%, i929; D ers., Zur Wahrheitstheori% Philosophie u. Sch .  
I93 ~ �9 
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tungen zeigen, nicht zutreffen. Mit anderen Worten: Der Natur-  
forscher beruft sieh nieht, in vSlligem Gegensatz zu K a n t ,  auf eine 
,,reine Anschauung", und zeichnet nieht mit ihrer Hilfe eine be- 
stimmte Geometrie im vorhinein aus, sondern er legt im Rahmen 
ansatzartig gemachter Annahmen seinen Forschungen diejenige 
Geometrie zugrunde, mit deren Hilfe er am besten Oft, Zeit und 
Art des Verhaltens der zu erforschender~ Objekte ermitteln kann. 
Wenn diese Objekte sieh am angegebenen Orte, zu der angegebenen 
Zeit, entsprechend den theoretisch ermittel~n Aussagen verhalten, 
so erh~rten sie die Brauehbarkeit der betr. Geometrie. Der Natur- 
forscher ist also grunds~tzlich bereit, irgendeine andere mathema- 
tisehe Disziplin ffir seine Untersuchungen zu verwenden, sofem ihm 
diese nut, in geeigneter V~eise den zu erforschenden Gegenst~nden 
zugeordnet, ein genaueres Erfassen derselben gestattet. Sein Vor- 
gehen besteht im fraglichen Falle also nieht im einer dogmatischen, 
dutch ein angebliches besonderes ErkenntnisvermSgen gestfitzten 
Berufung auf die Wahrheit der Euklidisehen Geometrie, sondern in 
der Bereitschaft, jedes ansatzartig ffir seine Untersuchungen hin- 
genommene Hilfsmittel, gegebenenfalls auf Grund yon Beobaehtungen 
zu korrigieren bzw. g~nzlich fallen zu lassen. Angeblieh apriorisehe 
Bestandstficke derartiger Theorien erweisen sieh ihm vielmehr als 
Dogmatisierungen wie Trivialisierungen der einschl~gigen land- 
l~ufigen Ansichten bzw. der Naturwissenschaft vergangener Zeiten. 

Die Kan t i sche  Lehre yon der Mathematik als einem System 
yon wahren synthetischen Urteilen a priori, in denen die Besehaffen- 
heiten der beiden Formen , R a u m "  und ,,Zeit" logisch unabh~ngig 
yon Erfahrungen erfaBt wfirden, ist mithin in dem Mat3e als wider- 
legt zu betraehten, wie man eine derartige Behauptung der Natur 
der Sache nach fiberhaupt vciderlegen kann. 

In engem Zusammenhange mit der behandelten P 1 a t o n- K an t i- 
sehen These yon dem Wissensehaftscharakter der Mathematik steht 
die sogenannte intuitionistisehe, wie sie vorzugsweise yon L. E. J. 
]3 r o u w e r x) verfochten wird. Zwar sind die besonderen K a n t isehen 
Lehren nicht yon dem modemen Intuitionismus erneuert worden, 
der sich deshalb aueh gelegentlich ,,Neo-Intuitionismus" nennt, abet 
gemeinsam ist dem Neo- wie dem Alt-Intuitionismus die Behaup- 

1) Was die zahlreiche einschl~gige Literatur, insonderheit die Arbeiten 
L. E. J. B r o u w e r s  betrifft, sei auf A. F r a e n k e l ,  Einleitung in die Mengenlehre~ 
3-Aufl.,~ i928 , S. 22off. verwiesen,, wie auf das am Schlu~ des F r a e n k e l s c h e n  
Buches befindliche iiberaus reichhaltige Literaturverzeichnis. 

:Erkenntnis I. 3 
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tung yon der Existenz einer, wie B r o u w e r  sagt, Urintuition, kraft 
derer man die Fundamente der Mathematik mit unmittelbarer Ge- 
wiSheit erfasse. Dabei sttitzt Sich aber B r o u w e r  lediglich auf die 
yon ihm sogenannte Urintuition der Zweiheit, yon der ausgehend 
man durch ein immer zu erweiterndes System yon Konstruktionen 
zun~chst die Gcsamtheit der natiirliehen Zahlen und dann die 
fibrigen Teile der Mathematik aufbauen k6nne, und zwar unab- 
h~g ig  yon den jeweils zu der Formulierung der erwS~hnten Kon- 
struktionen dienenden Darstellungsmittel, der sogenannten mathe- 
~matischen Sprache. In der weiteren Verfolgung dieser seiner Grund- 
ansicht yon der Mathematik kommt dann B r o u w e r  dazu, eine 
grSt3ere Anzahl yon anscheinend gesicherten Teilen derselben zu 
verwerfen, weil man e s i n  ihnen nur noch mit einer ,,Sprache" zu 
tun habe, die nichts mehr bezeichne, da es ihr entsprechende Kon- 
struktionen gar nicht giibe. Insbesondere solle jede Verwendung 
des Satzes vom ausgeschlossenen Dritten dann lediglich zu nichts 
formulierenden Formulierungen gelangen, wenn man diesen Satz, 
legitim innerhalb der Sph~ire der ,,Endlichkeitsmathematik", skrupel- 
los auf die ,,Mathematik der unendlichen Systeme" ausdehne. 13ber- 
haupt sei die sogenannte Logik, in der ja der erw~ihnte Satz eine 
wichtige Rolle spie!e, nichts als ein System yon Regeln, abstrahiert 
aus der Mathe~atik der endlichen Mengen. Man kSnne mithin der 
Anwendung der Logik nur dort vertrauen, wo bis ins einzelne fiber- 
schaubare Gebilde vorl~igen. Wo alas aber nicht der Fall sei, eben 
innerhalb der Mathematik der unendlichen Systeme, sei ihre An- 
wendung ein Wagnis, das erst seine Berechtigung aus vollziehbaren 
Konstruktionen gegebenenfalls empfange. Insbesondere g~ibe die 
sogenannte Widerspruchslosigkeit nie und nimmer ein Kriterium ffir 
mathematische Existenz ab. Mathematische Existenz sei vielmehr 
Konstruierbarkeit und nichts anderes. 

Die Konsequenzen dieser Auffassung fiir das, was man zum 
gesicherten Bestand der Mathematik fiblicherweise z~ihlt, sind kata- 
strophal. Weite Teile der Mathematik fallen als sinnlos in Fortfall, 
weil keine Konstruktionen wiedergebend. Aui3erdem mtissen aber 
die iibrigbleibenden Teile einer Umwandlung der sogenannten Be- 
weise der Lehrsiitze, wie einer Umwandlung hinsichtlich der Be- 
griffsbildung (konstruktive Mengendefinition) unterworfen werden, 
da eben nur solche Begrfindungen bzw. Begriffsbildungen als zul~issig 
gelten, die eine Kette vollziehbarer Konstruktionen wiedergeben. 
Mathematik ist ffir 13 r o u w e r ,  diesen mathematischen Aktivisten, 
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also zuniichst k e i n  S y s t e m  i d e a l e r  W a h r h e i t e n ,  wie manche 
seiner Verehrer unter den Ph~inomenologen das gelegentlich be- 
lmupten, sondern ein S y s t e m  y o n  K o n s t r u k t i o n e n ,  die ihren 
Ausgang yon der U r i n t u i t i o n  der Zweiheit hernehmen. Nur in- 
sofern kann man, gleici~sam uneigentlich, die Mathematik als ein 
System yon Wahrheiten auffassen, als man sich die erw~ihnten 
Konstruktionen zutreffend vermittelst wahrer Urteile urteilsmiit3ig- 
begrifflich fixiert denkt. 

Bei einer Beurteilung der Brouwerschen  Behauptungen steht 
folgende Frage im Mittelpunkt: Welche Begrtindungen vermag 
B r o u w e r  ftir seine, wichtigste Teile der Mathematik als sinnlose 
Formulierungen hinstellenden Behauptungen beizubringen? Die 
Antwort lautet: Keine andere als die Berufung darauf, seine Lehre 
sei intuitiv einsichtig, wobei er noch tiberdies zuzugeben nicht umhin 
kann, dab man bei Benutzung der tiblichen Begrfindungsverfahren 
zu keinen Widersprtichen gelangt. Diese von ihm behauptete Ein- 
sichtigkeit wird aber mit Entschiedenheit bestritten, und es steht 
hier einfach Behauptung gegen Behauptung, nur dab B r o u w e r  
sich nicht, wenigstens wie' die Dinge heute liegen, auf den Erfolg 
seiner Lehren berufen kann. Dabei soll aber nicht geleugnet, sondern 
vielmehr ausdrticklich hervorgehoben werden, dab die teilweise als 
mystiseh anzusprechenden Brouwerschen  Behauptungen mit wert- 
vollen und tiefen Bemerkungen verbunden auftreten. Nur dab diese 
Bemerkungen u. E. erst in einem ganz andern Zusammenhange restlos 
fruchtbar gemacht werden kSnnen. Hinzukommt ferner, und das 
bildet wohl den auff~tligsten Mange1 der Brouwerschen  ~jlber- 
legungen zu der yon ibm erstrebten Neugestaltung und Neu- 
orientierung der Mathematik, dab er nicht in der Lage ist, die 
yon jeder ,,Sprache" angeblich unabh~ingigen Konstruktionen niiher 
zu Charakterisieren, aus denen ihm zufolge die Mathematik be- 
stehen soll, ein empfindlicher Manget, den auch A. F r a e ~ k e l  
gelegentlich hervorhebt. 

Alles in allem gilt also yon der B r o u w e r schen Position folgendes: 
Unbeschadet zahlreicher und tiefer Anregungen, die man aus seinen 
Ausfiihrungen zu entnehmen hat, ist seine Position als nicht aus- 
reichend begrtindet zu betrachten. Sie ist iiberdies, das muB in 
vslligem Gegensatz zu B r o u w e r  festgestellt werden, durchaus nicht 
einsichtig, vielmehr mystischen Charakters, wenigstens in den Augen 
der erdrtickenden Mehrzahl derjenigen Forscher, die sich mit diesen 
Fragen eingehend besch~iftigen. Sie ist also abzulehnen. 

3* 



36 Walter Dubislav 

Wit kommen zur Behandlung der empiristischen Grundansicht 
hinsichtlich des Gegenstandes der Mathematik. Ihr zufolge ist der 
Menseh, ausgehend yon dem reiehen Schatz der yon ihm im Laufe 
der Zeit gesammelten Erfahrungen, allmiihlich dahin gekommen, an 
sich verschiedene Gebilde, die in mancher Hinsicht ein gleichartiges 
Verhalten zeigen, in sogenannten abstrakten Vorstellungen zu er- 
fassen; dabei werden diese abstrakten Vorstellungen gemeinhin als 
die den erw~ihnten Gebilden gemeinsamen Eigenschaften hingestellt. 
Sie gelten deshalb als abstrakt, weil man durch Absehen yon ge- 
wissen Eigenschaften, die die zu beobachtenden Objekte aufweisen, 
zu ihrer Konzipierung gelangt sei. So sei etwa die Zahl ,,2" als die- 
jenige abstrakte Vorstellung zu charakterisieren, die man dutch 
Abstraktion aus der Betrachtung yon Paaren yon Objekten ge- 
wonnen habe, und in der die und nut  die Eigenschaften yon Paaren 
yon Objekten vereinigt zu denken seien, die man bei jedem einzelnen 
Paare antreffe. Gegenstand der Mathematik seien nun zun~ichst 
die abstraktesten unter den soeben Niher charakterisierten ab- 
strakten VorsteUungen. Mithin sei auch die Mathematik in dem 
Sinne eine Naturwissenschaft, als ihre unmittelbaren Objekte, die 
genannten abstrakten Vorstellungen, mit Hilfe der sogenannten 
inneren Erfahrung als wirkliche Gebilde aufzeigbar seien. Aber die 
Mathematik erfasse nicht nut die Eigenschaften der abstraktesten 
Vorstellungen, sondern, da diese Vorstellungen durch Generalisation 
bzw. Abstraktion aus der gewShnlichen Beobachtung entstanden 
zu denken seien, auch die allgemeinsten Eigenschaften der wirk- 
lichen Objekte selbst. Sie sei also in dieser Hinsicht eine Natur- 
wissenschaft im engeren Sinne, und zwar diejenige Naturwissenschaft, 
die die allgemeinsten Besehaffenheiten der Objekte zu erforschen 
suche. Die Axiome der Mathematik, soweit sie nicht Definitionen 
sind, begleitet yon der Behauptung, dab es auch der gew~ihlten 
Formulierung entsprechende Objekte gibt, stellen deshalb dieser 
Auffassung zufolge ,,Experimentelle Wahrheiten" oder ,,Generali- 
sationen aus der Beobachtung" oder ,,Hypothesen" dar, wie das 
hauptsiichlich J. St. Mill  1) und J. H e r r s c h e l  versucht haben nach- 
zuweisen. 

Dat3 in der empiristischen Auffassung yon der Eigenart der 
mathematischen Disziplinen viele wichtige Erkenntnisse jedenfalls 
angedeutet sind, kann wohl kaum bestritten werden. Und lediglich 

1) Vgl. J. st. Mill~ System der deduktiven und indukfiven Logik, Deutsche 
Ausgabe yon J. Sehtiel~ 2. Aufl., Bd. L 1862, S. 277. 
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der verh~ingnisvollen Auswirkung eines tibersteigerten Apriorismus 
ist es zuzuschreiben, daft die empiristische Auffassung etwa in Form 
derjenigen Ausgestaltung derselben, die man J. St. Mi11 verdankt, 
und die beispielsweise auch J. v. L i eb ig  und mit ihm viele andere 
Klassiker der exakten Wissenschaften vertreten haben, allgemeiner 
Geringsch~itzung begegnen. 

Was ist denn nun, das ist unsere Frage, an dieser Auffassung 
a b z u l e h n e n ,  und was zu a k z e p t i e r e n ?  Abzulehnen ist zun;4chst 
die bei dieser Theorie mitbenutzte, ein wenig primitive Abstraktions- 
theorie. Eine Abstraktion kommt n~nlich nicht einfach vermittelst 
eines Absehens im Sinne eines Nichtberiicksichtigens yon Eigen- 
schaften zustande, da ja Eigenschaften selbst erst durch einen Ab- 
straktionsproze~ zu unserer Kenntnis gelangen. Eine Abstraktion 
besteht vielmehr, wie man auf Grund einschl~igiger Untersuchungen 
B o l z a n o s  zeigen kann, in einer Ersetzung ursprtinglich konstanter 
Teile des betreffenden Objektes durch Variable, deren Wertbereiche 
jeweils in einer hier nicht n~iher zu charakterisierenden Weise passend 
gew~ihlt werden. Soweit also die empiristische Auffassung yon ihrer 
Abstraktionstheorie abh~.ngt, bedarf sie einer mehr oder weniger 
weitgehenden Umwandlung nach Ma6gabe einer geeigneten Ver- 
tiefung dieser ihrer Abstraktionstheorie. 

Femer  operiert diese Auffassung in gewisser Hinsicht skrupel- 
l o s  mit sogenannten psychischen Gebilden wie Vorstellungen. Es 
fragt sich aber angesichts der im Gange befindlichen naturwissen- 
schaftlichen Fundamentierung der Psychologie, wie sie etwa yon 
seiten des Behaviorismus angestrebt wird, ob man mit derartigen 
Gebilden wissenschaftlich legitim operieren kann, und ob man es 
bei ihnen nicht etwa mit letzten Resten einer teilweise mythen- 
artigea Betrachtungsweise zu tun hat,  einer Betrachtungsweise, 
die zu tiberwinden ja mit  eine Hauptabsicht des Empirismus aller 
Arten bildet. 

Schliet31ich ist noeh dn  letzter Einwand hervorzuheben. Wenn, 
wie tier Empirismus lehrt, die Mathematik die sicherste, bestbow~ihr- 
teste Naturwissenschaft ist, wie steht es mit dem Charakter der in 
ihr auch dieser Auffassung zufolge enthaltenen sogenannten Ab- 
folgewahrheiten ? Genauer, wie steht es mit der auch yon J. St. Mill 
gelegentlich zugestandenen Notwendigkeit der Lehrs~itze der Mathe- 
matik im Hinblick a u f  die Axiome derselben, die dieser Auf- 
fassung gem~i6, wie wir sahen, Generalisationen aus der Beobachtung 
sind, und aus denen nun jene Lehrs~itze abfolgen sollen ohne weitere 
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Berufung auf Erfahrungen. In der vorliegenden Ausgestaltung des 
Empirismus ist da nur ein B r u c h  mit seinen empiristisehen Prin- 
zipien festzustellen. Die Axiome gelten als Hypothesen, soweit sie 
nicht als Definitionen betrachtet werden, die in Verbindung mit 
einer Existenzaussage fiber Objekte auftreten, welche den Defini- 
tionen entsprechen. Die Folgerungen aber aus den Axiomen, besser 
die zwischen den Axiomen und den aus ihnen erschlossenen Lehr- 
s~itzen obwaltende Beziehung aber wird, wenigstens ihrem Begriffe 
nach, als durch Erfahrungen nicht mehr modifizierbar erachtet. 
Dieser Empirismus ist also gleiehsam stillschweigend durchsetzt mit 
einer aprioristisehen These hinsichtlieh der Folgebeziehung, deren 
restlose Ausmerzung nicht zu gelingen seheint. 

Zusammenfassend kSnnen wir also feststellen, dab aueh diese 
empiristische Grundansieht yon dem Wissenschaftscharakter der 
Mathematik keine voll befriedigende ist. 

Waren schon bei der empiristischen Grundauffassung yon dem 
sogenannten Wesen der Mathematik bemerkenswerte, lediglich mit 
unnachsichtlicher Konsequenz zu vertiefende Lehren festzustellen, 
so gilt erfreulicherweise das gleiche hinsichflich des nun zu behan- 
delnden Konvenfionalismus. Dieser Konventionalismus in Sachen 
der Mathematik, so wie er etwa von H. P o i n c a r 6  x) in einem ge- 
wissen Umfange vertreten worden ist, entnimmt yon dem Empiris- 
mus die angebliche oder tats~chliche Einsicht, dab in den Axiomen 
der Mathematik Definitionen mit enthalten sind. Nun glaubt er, 
fiber den Empirismus hinausgehend zeigen zu kOnnen, d a 0  die 
Axiome der Mathematik s~imtlich Defin;.tionen darstellen, und zwar 
in einem ganz bestimmten Sinne. Sie besitzen niimlich keinerlei 
Wahrheitscharakter und repr~isentieren lediglich Systeme von Forde- 
rungen, die zwar ursprfinglich sicherlich aus praktisch-6konomischen 
Anl~issen heraus aufgestellt sein mSgen, die nun abet ganz unab- 
hXngig yon diesem Ursprungin der reinen Mathematik in ihre Konse- 
quenzen verfolgt werden. Zur n~heren Begriindung dieser Auf- 
fassung, die leider niemals geschlossen niedergelegt worden ist, 
dienen in der Hauptsache nachstehende Uberlegungen: 

Ein Gegenstand der Mathematik ist nicht aufweisbar. Denn 
weder ist der Empirismus vorzugsweise wegen seiner abwegigen 
Abstraktionstheorie zu akzeptieren, noch auch der Apriorismus mit 

1) Vgl. H. Poincar6, Wissenschaft und Hypothese t Deutsche Ausgabe t 2. Aufl. 
19o6; Ders.~ Der Wert der Wissenschaft, Deutsche Ausgabe, 2. Aufl. I91o; Ders., 
Wissenschaft und Method% Deutsche Ausgabe, 1914; Ders.~ Derni~res pens6es, 1913. 
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seinem Mythos yon den idealen Gcgenst/inden, so wie er in st~irkster 
Fassung etwa bci Bolzano und gelcgcntlich auch bei Lotzc und 
E. Husscrl anzutreffcn ist. Andcrcrscits scien uns nun abcr auch 
die Grunds/itze der Mathcmatik nicht dutch dic Logik aufcrlcgt, 
denn dcr Mathematikcr bcsitze in dcm Vcrfahrcn dcr sogenanntcn 
vollst~indigcn Induktion cin Bcgrfindungsvcrfahrcn, das gcgcnfiber 
den bloB tautologischen Umformungcn der Logik einen aus- 
gcsprochcn nichttautologisch, d. h. synthetischen Charaktcr bcsitze. 
Mit anderen Worten: Dic Mathcmatik sei wcdcr cine Naturwisscn- 
schaft, noch sci sic mit der Logik zu identifiziercn. Sic bilde mithin 
nichts andercs als cin grandioscs System yon widerspruchslosen 
Fordcrungen, in seine nic abschliel3bar zu dcnkcnden Konsequcnzen 
verfolgt. DaB das im wesentlichcn zutrifft, wird insonderhcit nach- 
zuwciscn vcrsucht mit Hilfc eincr n~ihercn Untcrsuchung dcsjcnigcn 
Tatbcstandes, dcr untcr dcm Namen dcr Relativit~t dcr Gcomctrie 
bckannt ist, und der nach dcr mathcmatischcn Seitc hin vorzugs- 
wcise scincn Grund in der Abbildbarkcit manchcr geometrischer 
Systemc auf andcrc finder. Man kann n~imlich, und das hat ins- 
bcsondcre H. Poincard 1) mit groflcr Sorgfalt getan, zcigcn, auf die 
n~ihcrcn ~bcrlegungen habcn wir hier nicht einzugchen, da~ der 
cmpirische Bcfund uns nicht cindcutig cine dicsen Befund cindcutig 
charaktcrisicrcnde Geometric vorschrcibl:, wcnn wir nicht zuvor 
irgcndwclche Fortsetzungen treffcn odcr Voraussctzungen tiber die 
in dcr Natur obwaltcnde Gcsctzlichk~it machen oder bercits Aus- 
sagcn fiber cine solchc Gesctzlichkcit bcgrfindct habcn. Under hat 
dann aus dicser Tatsachc dcn SchluB gczogcn, daft cs mithin nut 
cinc Fragc dcr Okonomic sci, wclche unter den vielen geometrischen 
Disziplincn man zur Beschrcibung der Wirklichkcit verwcnden woUe. 
D. h. gcradc die Geometric, cben auf Grund dcr gcnannten Relati- 
vit~it dcrselbcn, zcigc mit allcr Dcutlichkcit, cntgegcn dcr land- 
1~iufigcn Ansicht, dab man cs in dcr Mathematik nicht mit cincm 
System yon Wahrheitcn, sondern icdiglich mit cinem System yon 
logisch willkiirlichcn Forderungcn zu tun habe. 

Abcr auch dicse konvcntionalistischc Grundansicht kann nicht 
als cine befriedigende Antwort auf die Fragc nach dem Wissenschafts- 
charakter der Mathematik betrachtet werden. Denn was sollen das 
ffir Forderungen bzw. Vcreinbarungen scin, die die Axiome der 
Mathematik darstellen ? Forderungen sind doch immer Forderungen 

1) Vgl. H. Poincar6~ Wissenschaft und Method% Deutsche Ausgabe~ I914, 
S. 8off. 
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yon etwas, und Vereinbarungen sind ebenfalls immer Verein- 
barungen fiber etwas. Der Konventionalist aber bleibt die Antwort 
auf die Frage sehuldig, yon welehen Objekten handeln die logiseh 
willkfirlichen, wenngleieh widerspruchslosen Forderungen der Mathe- 
matik bzw. fiber welehe Gebilde treffen die Axiome der Mathe- 
matik widerspruchslose Vereinbarungen ? Denn er lehrt weder, dab 
die Axiome der Mathematik als Forderungen fiber die Verwendung 
yon Zeiehen anzusprechen sind, noeh gibt er anderweitige Objekte 
an, yon denen sie handeln sollen, denn das kSnnte ersiehtlich nicht 
vermittelst reiner Konventionen geschehen. Es ist zwar richtig -- 
und das bildet eine wichtige Einsieht, die man insbesondere dem Kon- 
ventionalismus verdankt --, da~3 man ein Axiomensystem der Mathe- 
matik auffassen kann als ein System yon Forderungen; man denkt 
sieh dann durch die betr. Axiome solehe und nur solehe Objekte 
n~her charakterisiert, welche die in den Axiomen niedergelegten 
Beschaffenheiten besitzen, wobei es aber vSllig dahingestellt bleibt, 
ob es auch derartige Objekte gibt. Betrachtet man ein Axiomen- 
system in dieser Weise, dann nennt man es auch in einem auf 
J. D. G e r g o n n e zurtickgehenden irritierenden Sprachgebraueh eine 
,,implizite Definition" der in ihm auftretenden Zeichen ftir die er- 
wiihnten Objekte. Man hat fibrigens in der neueren mathematisehen 
Logik zeigen kSnnen, dab eine solche Auffassung eines Axiomen- 
systems darauf hinausl~iuft, ein Axiomensystem anzusehen als ein 
System yon Satzfunktionen, deren Variable die Stelle der erwiihnten 
Zeiehen einnehmen. So wiehtig nun aber aueh diese insbesondere 
dutch den Konventionalismus bekannt gewordene Auffassung yon 
einem Axiomensystem als einem System yon Satzfunktionen ist, 
die Grundposition des Konventionalismus wird dadurch nicht ge- 
stfitzt. 

Ferner hat der Konventionalismus immer mit Entschiedenheit 
betont, fibrigens ~enau so wie der Empirismus, dab zwischen den 
Axiomen auf der einen und den aus ihnen ableitbaren Lehrs~tzen 
auf der anderen Seite ein notwendiger Zusammenhang besteht. Er 
hat es abet entsprechend seiner konventionalistischen Grundansicht 
nicht dazu gebracht, die eigentliche Natur dieses Zusammenhanges 
aufzukl~ren. Er hat vielmehr seine konventionalistische Einstellung 
nur im Hinblick auf die Axiome der Mathematik aufreehterhalten 
k6nnen und sie hinsichtlich des zwischefi den Axiomen und den 
Lehrs~tzen obwaltenden Zusammenhanges preisgegeben, damit einen 
Bruch mit seinen konventionalistischen, vielfach empiristiseh dutch- 
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setzten Grundansichten vollziehend. Mithin kann also auch der Kon- 
ventionalismus unsere Frage nach der besonderen Beschaffenheig 
des Wissenschaftscharakters der Mathematik nicht allseitig be- 
friedigend aufhellen, so sehr man ihm wertvolle Einsichten in dieser 
Hinsicht auch verdankt. 

Wir kommen nun zur vierten und letzten Grundansicht, zur 
sogenannten formalistischen, die, radikal in ihre Konsequenzen ver- 
folgt, eine befriedigende Antwort auf unsere Frage u. E. zu geben 
gestattet. Der Formalismus 1) behauptet kurz dieses: Rcine Logik 
wie reine Mathematik sind im eigentlichen Sinne des Wortes fiber- 
haupt keine Wissenschaften, die aus Behauptungen bestehen, 
zwischen denen ein Begrfindungszusammenhang obwaltet. Reine 
Logik wie reine Mathematik stellen vielmehr Kalkfile dar, i n  denen 
es sich darum handelt, aus bestimmten, an sich willldirlichen Aus- 
gangsformeln nach bestimmten an sich willkfirlichen Operations- 
vorschriften andere und andere Formeln herzuleiten. Krai3 ge- 
sprochen: Die reine Logik wie die reine Mathematik sind ffir sich 
genommen gleichsam Formelspiele und nichts welter. Aber diese 
K alktile haben einen unermet31ichen Wert ftir den Menschen. I)enn 
sie setzen ihn in einer gleich n~iher auszuffihrenden Weise instand, 
sich "die Objekte seiner Umwelt dienstbar zu rnachen, indem er ihr 
Verhalten rnit Hilfe dieser Kalkfile wenigstens im Durchschnitt zu 
berechnen in der Lage ist. Verwendet man nun die genannten 
Kalkfile in dieser Weise, fiber das Wie derselben wird gleich n~iher 
zu sprechen sein, dann rout3 man diese Kalkfile vermittelst geeignetet 
Deutungsvorschriften mit denjenigen Gebilden in Beziehung bringen, 
die man mit ihrer Hilfe durch Bereclmung in einer gewissen Weise 
sich dienstbar zu machen sucht. Derartige, mit geeigneten Deutungs- 
vorschriften behaftete Kalkfile sind aber nichts anderes als die 
sogenannten naturwissenschaftlichen Theorien. Dabei handelt es 
sich bei dem Logikkalkfil in der Regel um eine Kopplung der Logik- 
formeln und der Operationsvorschriften, mit dem Verhalten, das 

1) Der iiltere Logizismus, wie ihn B. R u s s e l l  gelegenflich vertreten ha t  2 l~iuft 
im wesentlichen auf die Behauptung hinaus, dat3 die Mathematik restlos in die Logik 
fiberftihrbar sei und letztere eiIx System yon analytischen Wahrheiten darstelle. 
Der neuere Logizismus~ eine ausfiihrliche Auseinandersetzung mit  ibm bleibe einer 
spliteren Abhandlung vorbehalten z behauptet  mit  L. W i t t g e n s t e i n ,  Tractatus 
Logico-Philosophicus~ I 9 2 2  ~ dieses: Logik und M~thematik bilden ein System yon 
Tautologien~ d .h .  yon wahren und apriorischen Aussagen z die nichts fiber das, 
t=was der Fall ist",  aussagen~ die also keine Bilder der Wirklichkeit sind, sondern 
vielmehr bedingungslos wahre Aussagen. 



4 2 Walter Dubislav 

wir an den Tag legen, wenn wir im landl/~ufigen Sinne des Wortes 
aus Behauptungen andere und andere Behauptungen beweisen, kurz 
ein begrfindendes Verhalten zeigen. Im Unterschiede dazu gibt der 
urn einige Ausgangsformeln bereicherte Logikkatkfit, man hat es 
dann mit dem Mathematikkalkfil zu tun, diejenigen Formalismen 
ab, die mit geeigneten Deutungsvorschriften behaftet, als natur- 
wissenschaftliche Theorienbildungen auftreten. Das haben wit nun 
im folgenden im einzelnen nXher zu entwickeln, wobei sich, nebenbei 
bemerkt, in maneher Hinsicht ergeben wird, dab man nut Empiris- 
mus und Konventionalismus yon hebbaren M~ingeln zu befreien, zu 
vertiefen und dann in ihre letzten Konsequenzen ohne Rficksicht 
auf entgegenstehende jahrtausendj~hrige Tradition zu verfolgen hat. 

Wie so oft bildet aueh hier ein die Entwicklung der zu sehildern- 
den Auffassung geeignet abkfirzendes Verfahren einen besonders 
bequemen Zugang zu ihrem Verst/indnis. Der Formalismus is t  aus 
der Axiomatik heraus entstanden; er hat sich entwickelt aus den 
Bestrebungen der Mathematiker, fiber die Grundvoraussetzungen 
ihrer Disziplin letzte Aufschltisse zu erlangen, und zwar insbesondere 
aus ihren Begrfindungen heraus die Widerspruehslosigkeit der- 
artiger Disziplinen zu erh~irten. Dabei betrachtete man ursprfinglich 
die Mathematik als ein System yon Wahrheiten, das in zwei Klassen 
yon solehen zerfiel: In die Klasse der auf andere nicht mehr reduzier- 
baren Wahrheiten, Grundwahrheiten oder Grunds~itze oder Axiome 
genannt, und die Klasse aller anderen einschl~igigen Wahrheiten, 
die als Folgewahrheiten oder als Lehrs~itze bezeichnet werden. Wie 
kann man nun fiberhaupt -- das bildete die wichtigste Frage -- die 
Widerspruchslosigkeit einer vorgelegten mathematischen Disziplin 
gegebenenfalls ermitteln, ohne sich lediglieh auf eine angeblich un- 
mittelbare Erkenntnis zu beziehen, d. h., wie kann man im einzelnen 
ermitteln, dab man, ausgehend yon den Axiomen einer mathe- 
matischen Disziplin, bei aussehlietllicher Benutzung der als einwand- 
frei betrachteten Begrfindungsverfahren niemals zu einem Paar 
einander widerspreehender Siitze gelangt ? Diese Frage, die zuerst 
bei Gelegenheit der Untersuehungen fiber die Grundlagen der Nicht- 
Euklidisehen Geometrien auftauehte, fiihrte zu folgenden Ergeb- 
nissen. 

Es gelang, die Widerspruchslosigkeit dieser Geometrien dadurch 
sieherzustellen, dab man Euklidische Modelle derselben fand. Man 
zeigte n~imlieh, dat3 es zu den fragliehen Geometrien innerhalb der 
Euklidischen Geometrie Teilsysteme gibt derart, dab man die so- 



Uber den sogenannten Gegenstand der Mathematik 43 

genannten primitiven Begriffe wie die zwischen ihnen dutch die 
Axiome gestifteten Beziehungen einer Nicht-Euklidischen Geometrie 
Gebilden der Euklidischen umkehrbar eindeutig zuordnen kann. 
Und zwar derart zuordnen kann, daft, wenn GegenstXnde der be- 
treffenden Nicht-Euklidischen Geometrie durch eine Beziehung R 
verkntipft sind, die ihnen vermSge der Zuordnung entsprechenden 
Gebilde gerade in derjenigen Beziehung stehen, die der Beziehung R 
dutch die Zuordnung zugeordnet ist. Wtirde nun ein Paar einander 
widersprechender S~tze in der betreffenden Nicht-Euklidischen 
Geometrie vorhanden sein, dann mtiflten sich auch die ihnen ver- 
m6ge der betreffenden Zuordnung entsprechenden S~tze der Eukli- 
dischen widersprechen. Damit ist dann also die Widerspruchs- 
losigkeit der betreffenden Nicht-Euklidischen Geometrien auf die 
der Euklidischen reduziert. Wie abet steht es mit deren Wider- 
spruchslosigkeit ? Man kann sie erweisen, wenn man annimmt, die 
Arithmetik sei eine widerspruchslose Disziplin. Abet ist nun die 
Arithmetik in der Tat frei yon Widersprtichen ? Mit anderen Worten 
und allgemeiner: Es gibt zwar Beweise der Widerspruchslosigkeit 
yon S~tzen, wenn man voraussetzt, dab gewisse andere Systeme 
yon S~tzen widerspruchslos sind; aber gibt es btindige Begrtindungen 
(eine solche braucht nicht restlos eine schliet3ende Begrtindung zu 
sein) der Widerspruchslosigkeit yon Axiomensystemen s c h l e c h t -  
b in  und nicht blof3 solche relativ zu der vorausgesetzten Wider- 
spruchslosigkeit anderer ? 

Die Aufl6sung dieses Probleme wurde weitgehend gef6rdert 
dutch Riickgriff auf die geeignet fortentwickelte m a t h e m a t i s c h e  
L o g i k  oder die L o g i s t i k ,  wie man sie auch nennt. Man erkannte 
zun~chst, dab die Leistung der Logistik, die u. a. eine kalktilm~Bige 
Behandlung der schliet3enden Begrtindungen wie der Definitionen 
liefert, folgendermaBen interpretierbar ist. Wenn man aus ge- 
wissen Pr~missen P nach den tiblichen SchluBverfahren S be- 
stimmte Folgerungen F ableitet, so l~t3t sich dies kalktilmi~t3ig 
dutch folgendes Verfahren erfassen. Man ordne dutch eine beider- 
seitshin zu lesende Vorschrift allen in Frage stehenden Siitzen 
Formeln zu find den Schluflverfahren Operationsvorschriften im 
Kalktil. Seien P '  die P zugeordneten Formeln, und F'  die F zu- 
geordneten Formeln, dann liitlt sich F '  aus P'  gerade nach den den 
Schlui3verfahren S entsprechenden Operationsvorschriften S' ab- 
leiten. Hierbei sind die Regeln S' des Logikkalktiles durch die er- 
w~ihnte Vorschrift mit den Schlutlveffahren S gekoppelt. 
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Ein ~hnliches Resultat vermochte man nun auch hinsichtlich 
der mathematischen Disziplinen durch die sogenannte Formalisierung 
derselben zu erzielen, d.h.  vermittelst ihrer Ersetzung durch einen 
Kalktil. Dai3 das, und genauer wie  das immer mSglich ist, ergibt 
sich aus nachstehenden Betrachtungen: Die betreffende zu formali- 
sierende Disziplin denkt man sich zun~chst in denjenigen Zustand 
fiberffihrt, in dem man aus einigen der zu ihr gehSrigenBehauptungen, 
den Axiomen, die anfiinglich noch als Grundwahrheiten gelten, alle 
weiteren einschl~gigen Behauptungen, es sind die Lehrs~tze, durch 
btindiges Schliet3en ermitteln kann. Hat  man eine Disziplin der- 
gestalt gleichsam auf ein Axiomensystem reduziert, dann l~i3t sich 
dieses Axiomensystem als ein System yon Behauptungen auffassen, 
welches angibt, daft gewisse Beziehungen zwischen gewissen in 
diesen Behauptungen enthaltenen Begrlffen bestehe, bzw. zwischen 
den Gegenst~nden, yon denen gegebenenfalls diese Behauptungen 
gelten bzw. zwischen den erw~mten Begriffen und Gegenst~nden. 

Der zweite Schritt zur gesuchten Formalisierung einer Disziplin 
besteht nun darin, dab man yon den nicht-relationstheoretischen 
Beschaffenheiten der Beziehungen absieht. Man fai3t dann das er- 
w~hnte System yon Grundbehauptungen nut noch auf als ein solches, 
das ein Netzwerk yon lediglich nach ihren ordnungsstiftenden 
Eigenschaften charakterisierten Relationen beschreibt, die zwischen 
gewissen Gegenst~nden bestehen, welche ihrerseits nur noch nach 
ihrer Stellung zu den Relationen voneinander unterschieden werden 
und denen sonst weiter keine Beschaffenheiten beizulegen sind. 
Dann kSnnen ersichtlich logische Umformungen, das Ziehen yon 
Schliissen, angewendet auf ein derartiges System, nur folgendes 
liefern: Sie kSnnen nur zeigen, dai3 neben den Ausgangsrelationen 
auch noch andere Relationen, oder wenigstens die Ausgangsrelationen 
noch in anderer Hinsicht, zwischen den betreffenden weitgehend 
nicht n~her bestimmten, aber fiir die Zwecke einer schliei3end be- 
griindenden Wissenschaft gerade welt genug bestimmten Gegen- 
st~nden bestehen. 

Dabei erhebt sich die Frage, ob bei einem solchen ,,Absehen" 
yon allen nicht-relationstheoretischen Beschaffenheiten der Re- 
lationen eines derartigen Netzwerkes (es ist ein Ubergang yon den 
Relationen zu den Relationszahlen derselben im Whitehead-Russell- 
schen Sinne) nicht die betreffenden Relationen in unzul~ssiger Weise 
wichtiger Eigentfimlichkeiten beraubt werden und ob des weiteren 
immer das Netzwerk yon in solcher Weise verallgemeinerten Re- 
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lationen noch als eine im Hinblick auf die zu ziehenden Schlfisse 
vollwertiger Ersatz des ursprtinglichen gelten kann. Dazu ist fol- 
gendes zu sagen: Selbst-verst~ndlich sind die ursprtinglichen, irgend- 
wie besonders beschaffenen Relationen verschieden yon den ab- 
strakten Relationen, die lediglich als Zeichen fiir alle diejenigen 
Relationen zu denken sind, die unbeschadet inhaltlicher Verschieden- 
heiten dieselben ordnungsstiftenden Eigensehaften besitzen. Aber 
zum Zwecke einer Ableitung yon Siitzen aus S~itzen, die dutch das 
Ziehen yon Schliissen erfolgt, ist das gleichgiiltig. Bei einem der- 
artigen Verfahren n~imlich wird yon denjenigen und nut denjenigen 
Beschaffenheiten des Systems der ursprtinglichen S~itze Gebraueh 
gemacht, die allen diesem Systeme isomorphen Systemen gleicher- 
mai3en zukommt. Diese Eigentfimlichkeit des blot3 schlief]end vor- 
gehenden Verfahrens bei der Gewinnung neuer Aussagen aus ge- 
gebenen bringt es fibrigens auch allein mit sieh, dab man dieselben 
Schluflformen auf den versehiedensten Gebieten mit Erfolg gleich- 
artig anwenden kann. 

Der dritte und letzte Sehritt zur Formalisierung der vorgelegten 
Disziplin besteht jetzt darin, dab man das beschriebene Netzwerk 
yon Beziehungen, die zwisehen gewissen Gegenst/inden obwalten, 
welche nut noeh nach ihrer S~llung zu diesen Beziehungen unter- 
schieden werden, mit den Mitteln des Logikkalkfiles wiedergibt. 
Dabei ist die Tatsache zu konstatieren, dab die Mittel des Logik- 
kalkiiles dazu a u s r e i e h e n ;  ein Umstand, nebenbei bemerkt, der 
eine gewisse weitgehende Verwandtsehaft zwischen reiner Logik 
und reiner Mathematik vermuten l~i]3t. Bei dieser Wiedergabe ent- 
sprieht dann dem ursprfingliehen System yon Grundbehauptungen 
ein System yon Ausgangsformeln des Kalkiiles, wobei die sogenannten 
Gegenst~nde dieser Grundbehauptungen als Variablenzeichen in 
die Formeln des Kalkfiles eintreten. Das bedeutet aber nicht etwa, 
um Irrtiimern vorzubeugen, dab man die betreffenden Ausgangs- 
formeln aus den Ausgangsformeln der Logik ableiten kann, sondern 
lediglich, dab man sie mit den Mitteln des Kalkiiles als Kalkfil- 
formeln hinzuschreiben vermag. Weiterhin entspricht der schlief3en- 
den Begrfindung yon neuen Behauptungen aus den Grundbehaup- 
tungen in der Sphere des Kalkfiles die Gewinnung neuer Formetn 
aus den Ausgangsformeln vermittelst der Operationsvorsehriften des 
Kalkiiles. Damit entspricht dann also der auf ihre Widerspruehslosig- 
keit hin zu prtifenden Disziplin ein Kalktit, und in diesem Ersatz dutch 
einen Kalktil besteht die Formalisierung der betreffenden Disziplin. 
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]3ei einer dergestalt formalisierten Disziplin nun, sofern sie 
ursprtinglich etwa ein paar einander widersprechender S~tze ent- 
hielt, wird infolgedessen eine dieses Vorkommnis anzeigende typische 
Formel auftreten. Kann man nun innerhalb der formalisierten 
Disziplin, also innerhalb des Kalktiles, ermitteln, dab diese Formel 
ordnungsgem~B in dem betreffenden Kalkfil nicht hergeleitet werden 
kann, so hat man die Widerspruchslosigkeit der I)isziplin auf dem 
Umwege fiber ihre Forrnalisierung gefunden, wobei wir die Art, wie 
man dabei wesentlich nach dem Vorgange D. H i l b e r t s  zu Werke 
geht, hier nicht n~her angeben wollen. 1) 

Die bei dem Bemtihen, die Widerspruchslosigkeit einer mathe- 
matischen Disziplin zu zeigen, gefundene Formalisierung einer 
solchen zeigt nun, dab man die ursprtingliche Disziplin gleichsam 
in zwei Teile aufspalten kann, yon denen der eine, n~mlich der durch 
die Formalisierung gewonnene Kalktil, ffir die schlieflenden Be- 
grfindungen allein wichtig ist. Der andere Teil hingegen, der bei 
der Formalisierung in Wegfall kommt, stellt bei n~herem Zusehen 
nichts weiter dar als eine Kopplung des Kalktiles mit dem Verhalten 
gewisser Objekte, dargestellt in teilweise formelm~t3igen Aussagen 
tiber dieselben. Diese fundamentale Erkenntnis liefert nun die 
Mittel, das, was an der Position des Empirismus, wie das, was an 
der Position des Konventionalismus haltbar ist, zu vertiefen und 
zu einer neuen Auffassung yon der Natur der mathematischen 
Disziplinen zusammenzufassen. Die reine Mathematik ist nichts 
anderes als ein Kalktil, fortan Mathematikkalktil genannt, in dem 
es also weder Wahrheit noch Falschheit gibt und der an sich infolge- 
dessert in logischer Hinsicht willkfirlich ist. Darin liegt die Ver- 
tiefung der yon dem Konventionalismus immer vertretenen, aber bei 
seiner sonstigen Auffassung nicht zu rechtfertigenden Behauptung 
y o n  dem konve~ltionalistischen, logisch willktirlichen Charakter der 
Mathematik. Deutet man aber den Mathematikkalkfil oder einen 
Ausschnitt desselben vermittelst einer Deutungsvorschrift, die man 
natfirlich in geeigneter Weise zu w~hlen hat, dann erfaflt man unter 
Umst~nden mit Hilfe dieses, mit einer Deutungsvorschrift ver- 
sehenen Kalkfiles das Verhalten gewisser Objekte zutreffend; und 

1) Was die Arbeiten D. H i l b e r t s  und seiner Schule, insbesondere diejenigen 
yon P. B e r n a y s  betrifft~ vgl. man das dem seiner Zeit erw~hnten F r a e n k e l s c h e n  
Werke belgegebene Literaturverzeichnis; vgl. ferner W. D u b i s l a v ~  Elementarer 
Naehweis der Widerspruchsloslgkeit der Logikkalkiiles~ Crellesches Journal, Bd. I6I~ 
I929. 
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dieser Kalkfil kann und muff dann als der pr~iziseste Ausdruck 
eAner naturwissenschaftlichen Theorie gelten, die die Beschaffen- 
heiten der den Formeln zugeordneten Objekte zu erfassen gestattet. 
In diesem Umstand ist die Tatsache mitenthalten und geeignet ge- 
deutet, auf die der Empirismus immer hinwies, wenn er die Axiome 
der Mathemutik als Hypothesen hinstellte. 

Wir haben nun noch genauer zuzusehen~ wie die geschilderte 
Beziehung zwischen einer formalisierten mathematischen Disziplin 
und den Objekten n~iher aussieht, die gegebenenfalls mit ihrer Hilfe 
berechnet werden sollen. DabeA liegt dann folgender Sachverhalt 
vor: Man hat einen Kalkfil, in dem es sich darum handelt, aus ge- 
wissen Ausgangsformeln vermittelst bestimmter Regeln, den Ope- 
rationsvorschriften des Kalkiiles, andere Formeln abzuleiten. Es 
muff dann, wenn dieser Kalktil eine Berechnung gewisser Objekte 
gestatten soll, erstens m6glich sein, die in dem Kalkfil auftretenden 
Beziehungszeichen umkehrbar eindeutig zu koppeln mit bestimmten 
Beziehungen innerhalb des Bereiches der zu berechnenden Objekte. 
Es mui3 zweitens mSglich sein, die Gebilde, welche durch die Be- 
ziehungszeichen des Kalkfiles (sie sollen fortan kurz die Kalktil- 
beziehungen heii3en) miteinander verkntipft werden, umkehrbar  
eindeutig den zu berechnenden Objekten zuzuordnen, und zwar in 
folgender Weise: Wenn zwischen Gebilden der angegebenen Art 
bestimmte Kalkfilbeziehungen obwalten, so sollen zwischen d e n  
diesen Gebilden entsprechenden Objekten gerade diejenigen Be- 
ziehungen bestehen, die den Kalktilbeziehungen vermSge der Zu- 
ordnung zugeordnet sind. Dabei wollen wit aber bei dieser Gelegen- 
heat weder auf diejenige Verfeinerung dieser Betrachtung eingehen, 
die erforderlich ist, wenn innerhalb des Kalkiiles Kalkfilbeziehungen 
auftreten, die ihrerseAts zwischen Kalkiilbeziehungen gelten, noch 
wollen wir zeigen, wie man in den Rahmen dieser r die 
sogenannte statistische Gesetzlichkeit einzubeziehen hat. z) 

Abschliet3end sea noch in aller Kfirze das Verh~iltnis yon Logik 
und Mathematik erSrtert, t3. Russe l l  hat bekanntlich gelegenflich 
behauptet, dai3 die Mathematik restlos in die Logik fiberfiihrbar sei. 
Das ist eAne falsehe bzw. eine wahre Behauptung, entsprechend der 
hier vertretenen formalistischen Grundansicht, je nachdem wie man 
diese Behauptung interpretiert. Soll sie n~imlich besagen, dab man 
aus den Ausgangsformeln der Logikkalkfiles vermittelst der Ope- 

2) Vgl. W. Dubis laV~ Zur Wahrheitstheori% Philosophie u. Sch u 193o. 
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rationsvorschriften derselben diejenigen Formeln ableiten kann, die 
als die Grundformeln des Mathematikkalkfiles zu betrachten sind, 
so ist sie eine falsche Behauptung. Denn man kann z. B. diejenige 
Formel des Mathematikkalkfiles auf diese Weise nicht ableiten, die 
dem sogenannten Unendlichkeitsaxiom entspricht. Nut in einem 
anderen, weniger besagenden Sinne ist die Russe l l sche  Behauptung 
eine wahre. Man schreibe eine formale Implikation an, deren Im- 
plikans (Vorderglied) A (x, y , . . . )  aus derjenigen Formel besteht, 
die den Axiomen der Mathematik bei gewShnlicher Darstellung der- 
selben entspricht, und deren Implikat (Hinterglied) B (x, y , . . . )  
yon einer Formel gebildet wird, die das formeln~t3ige Aquivalent 
irgendeines Lehrsatzes der Mathematik ist, bei gewShnlieher Dar- 
stellung derselben. Dann ist es wahr --  und nut, wenn sie dies 
meint, ist die Russe l l s che  Behauptung eine wahre --, dab man die 
formale Implikation A (x, y, . . . )  - -~  B (x, y, . . . )  allein nach den 
Operationsvorschriften des Logikkalkfils aus seinen .&usgangs- 
formeln a b l e i t e n  kann. Das besagt mit anderen Worten: Man 
kann allein m i t  H i l f e  des Logikkalktils aUe Formeln des Mathe- 
matikkalktils ,,aufbauen", aber man kann sie nieht aus  den  Aus-  
g a n g s f o r m e l n  der  L o g i k k a l k t i l s  u l l e in  ,,ableiten", sondern 
bedarf dazu noch besonderer Ausgangsformeln, die zwar auch im 
ursprfinglichen Logikkalkiil Formeln sind, nur eben keine ableit- 
baren. Mithin ist der Mathematikkalkiil ein um wenige neue Aus- 
gangsformeln, aber um keine einzige neue 0perationsvorschrift er- 
weiterter Logikkalktil. I) 

1) Vgl. W. Dubis lav , .  Zur Lehre yon der sog. schSpferischen Definition,. 
Philosophisehes Jahrbuch, t928 (Teil I) und i929 (Tei! II),. imbesondere Tell II~ 
S. 5Iff. 


