
Diskussion 
zur Grundlegung der Mathematik 

am Sonntag, dem 7. Sept. i93o 

HAHN: Die folgenden Ausfiihrungen sind lediglich Diskussions- 
bemerkungen, also notwendigerweise nur skizzenhait; ich mui~ also 
bitten, es zu entschuldigen, dab ich keineswegs mit der in diesen 
Fragen gebotenen Pfiizision sprechen werde. 

Will man sich fiir einen der Standpunkte bei Grundlegung der 
Mathematik entscheiden, die hier ausfiihrlich begriindet wurden, 
so muff man sich vor allem fragen: Was ist von einer Grundlegung 
der Mathematik zu verlangen? Und um zu dieser Frage Stellung 
zu nehmen, muff ich einige Worte philosophischen Inhalts voraus- 
schicken. 

Der einzig miSgliche Standpunkt der Welt gegeniiber scheint mir 
der empiristische zu sein, den man ganz roh so charakterisieren kann: 
Irgendeine Erkenntnis, der Inhalt zukommt, die wirklich etwas iiber 
die Welt besagt, kann nur durch Beobachtung, durch Erfahrung zu- 
stande kommen; durch reines Denken kann eine Erkenntnis iiber die 
Wirklichkeit in keiner Weise gewonnen werden; und ein einmaliges 
Hinsehen kann keine Erkenntnis liefern, die iiber den betreffenden 
Einzelfall hinausreicht (welch letztere Bemerkung sich gegen alle 
Lehren von reiner Anschauung und yon Wesensschau richtet). Ich 
stelle mich auf diesen empiristischen Standpunkt nicht auf Grund 
einer Auswahl unter verschiedenen miSglichen Standpunkten, sondern 
weil er mir als der einzig m/Sgliche erscheint, weil mir jede Real- 
erkennmis durch reines Denken, durch reine Anschauung, durch 
Wesensschau als etwas durchaus Mystisches erscheint. 

Der Durchfiihrung dieses empiristischen Standpunktes scheint nun 
eine sehr einfache Tatsache entgegenzustehen: die Tatsache n~imlich, 
dab es eine Logik und eine Mathematik gibt, die uns doch anschei- 
nend absolut sichere und allgemeine Erkenntnisse iiber die Welt lie- 
fern. So entsteht die Grundfrage: Wie ist der empiristische Stand- 
punkt mit der Anwendbarkeit yon Logik und Mathematik au~ Wirk- 
l O E r k e n n t n i s H  



x 3 6 Diskussion zur Grundlegung der Mathematik 

liches vertrliglich? Und im Sinne dieser Frage ist meiner Ansicht nach 
yon einer Grundlegung der Mathematik vor allem zu verlangen, daf~ 
sie dartut, wieso die Anwendbarkeit der Mathematik auf Wirk- 
liches mit dem empiristischen Standpunkt vertriiglich ist. 

Die Vertreter des Intuitionismus und des Formalismus, die hier 
zu Worte kamen, haben ihre Standpunkte so deutlich dargelegt, 
dat~ man wohl mit Bestimmtheit sagen kann: weder Intuitionismus 
noch Formalismus erfiillen diese Forderung. Ida halte sowohl die 
Untersuchungen B r o u w e r s als die H i 1 b e r t s fiir hSchst bedeu- 
tungsvoll innerhalb der Mathematik, aber ida hake sie nicht fiir 
Grundlegungen der Mathematik. Herr H e y t i n g ging in seinem 
Referate aus von einer Urintuition der Zahlenreihe; diese Urintui- 
tion hat fiir mich, so wie reine Anschauung oder Wesensschau, etwas 
Mystisches, und eignet sich daher nicht als Ausgangspunkt fiir die 
Grundlegung der Mathematik. Und Herr v. N e u m a n n hat mit 
aller Deutlichkeit gesagt, dab der Formalismus die gesamte finite 
Arithmetik voraussetzt, um yon da aus die klassische Mathematik 
zu rechtfertigen; ein Standpunkt aber, der die finite Arithmetik 
voraussetzt, kann nicht als Grundlegung der Mathematik angesehen 
werden. 

Der Darlegung meines eigenen Standpunktes sei eine kleine Er- 
iSrterung vorausgeschickt. Sei irgendein Bereich yon Gegenst~inden ge- 
geben, zwischen denen irgendwelche Relationen bestehen; dieser Be- 
reich werde abgebildet auf einen Bildbereich, so daf~ den Gegen- 
st~inden und Relationen des urspriinglichen Bereiches Gegenst~inde 
und Relationen des Bildbereiches entsprechen; die Gegenst~inde und 
Relationen des Bildbereiches k/3nnen wir dann als Symbole fiir die 
Gegens6inde und Relationen des urspriinglichen Bereiches auffassen. 
Ist die vorgenommene Abbildung nicht ein-eindeutig, sondern ein- 
mehrdeutig, so werden einunddemselben Sachverhalte im urspriing- 
lichen Bereiche verschiedene Symbolkomplexe im Bildbereiche ent- 
sprechen; es wird also Transformationen dieser Symbolik in sich 
geben, und es entsteht die Aufgabe, Regeln anzugeben fiir die Um- 
formung eines Symbolkomplexes in einen anderen, der denselben 
Sachverhalt des urspriinglichen Bereiches abbildet. So nun steht 
meiner Meinung nach die Sprache der Wirklichkeit gegeniiber: die 
Sprache ordnet den Sachverhalten der Welt Symbolkomplexe zu, 
und zwar nicht in ein-eindeutiger Weise (was wenig Zweck hiitte), 
sondern in ein-mehrdeutiger Weise; und die Logik gibt die Regeln 
an, wie ein Symbolkomplex der Sprache umgeformt werden kann 
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in einen anderen, der denselben Sadaverhalt bezeidanet; das ist es, 
was als der ,,tautologische" Charakter der Logik bezeidanet wird; 
ein ganz einfadaes Beispiel ist die doppelte Negation: der Satz p 
und der Satz non-non-p bezeidanen denselben Sachverhalt. Immer, 
wenn eine ein-mehrdeutige Abbildung vorliegt, gibt es in diesem 
Sinne eine ,,Logik" dieser Abbildung; was man gew~ihnlich Logik 
nennt ist der Spezialfall, in dem es sich um die Zuordnung der 
Spradasymbole zu den Sadaverhalten der Welt handelt. 

Die Logik sagt also iiber die Welt gar nichts aus, sondern sie be- 
zieht sida nur auf die Art, wie ida fiber die Welt spredae, und es 
leuchtet wohl ein, dab bei dieser Auffassung das Bestehen der Logik 
ohne weiteres mit dem empiristisdaen Standpunkte vertr~iglich ist, 
w~ihrend die Auffassung der Logik als Lehre yon den allgemein- 
sten Eigensdaaf[en der Gegenst~inde mit dem empiristisdaert Stand- 
punkte durdaaus unvertr,iglida ist. Nehmen wir als Beispiel den logi- 
sdaen Grundsatz (x) ~ (x). D- 9~ (y), der besagt: was fiir alle gilt, 
gilt fiir jedes einzelne. Dieser Grundsatz besagt nichts fiber die Welt; 
es ist nidat eine Eigensdaaf~ der Welt, daf, was fiir alle gilt, auch 
fiir jedes einzelne gilt; sondern die S~itze: ,99 (x) gilt fiir alle In- 
dividuen" und ,,~ (y) gilt fiir jedes einzelne Individuum" sind nur 
versdaiedene sprachlidae Symbole fiir denselben Sachverhalt; der an- 
gefiihrte logische Grundsatz driickt also nut eine Ein-mehrdeutigkeit 
der als Sprache verwendeten Symbolik aus; er driickt aus, in wel- 
daem Sinne das Symbol ,,alle" verwendet wird. 

Nun kommen wir auf die Grundlegung der Mathematik zuriJck. 
Der yon Herrn C a r n a p dargelegte logistische Standpunkt behaup- 
tet, dab kein Untersdaied zwisdaen Mathematik und Logik besteht. 
Ist dieser Standpunkt durdafiJhrbar, so ist mit obiger Aufkl~irung 
der Stellung der Logik im Systeme unserer Erkenntnis auda die Stel- 
lung der Mathematik aufgekl~irt; ebenso wie das Bestehen der Logik, 
ist dann auch das Bestehen der Mathematik mit dem empiristisdaen 
Standpunkte vertr~iglida. Und dies ist der Grund, warum ida unter 
den drei hier vorgebradaten Auffassungen fiber die Grundlegung der 
Mathematik fiir die logizistisdae Auffassung optiere. 

Nun kann man tatsiichlida einsehen, daft die S~itze der finiten 
Arithmetik, wie 3 + 5 ~-5 -1- 3, denselben tautologisdaen Charak- 
ter haben wie die S[itze der Logik; man hat nur auf die Definition 
der Symbole 3, 5, + und = zuriickzugehen. Die finite Arithmetik 
bereitet also dem logizistisdaen Standpunkte keine Sdawierigkeit. 
Nidat so klar liegen die Dinge beziiglida der transzendenten Sdaluf- 
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weisen der Mathematik, wie der Lehre yon der vollst~indigen Induk- 
tion, der Mengenlehre und mandaer Kapitel der Analysis. Hier sdaei- 
nen Grunds~itze eine Rolle zu spielen, die nidat tautologisda sind; so 
sdaeint z. B. das Auswahlaxiom einen realen Inhalt zu haben, wirk- 
lida etwas fiber die Welt auszusagen; das war zumindest der Stand- 
punkt R u s s e I 1 s ,  und R a m s e y s Versuda, auda dem Auswahl- 
axiom tautologisdaen Charakter zuzusdareiben, ist sidaerlida nidat ge- 
gliickt. 

R u s s e 11 s absolutistisda-realistisdaer Standpunkt nimmt an, die 
Welt bestehe aus Individuen, Eigensdaat~en yon Individuen, Eigen- 
sdaal~en soldaer Eigensdaat~en usf.; und die logisdaen Axiome seien 
nun Aussagen fiber diese Welt. Dat~ diese Auffassung mit konse- 
quentem Empirismus unvereinbar ist, habe ida sdaon gesagro und ida 
halte die Polemik W i t t g e n s t e i n s und der Intuitionisten gegen 
diese Auffassung fiir durdaaus gerechtfertigt; ebenso sdaeint mir die 
realistisda-metaphysisdae Auffassung R a m s e y s ,  gegen die auda 
Herr C a r n a p sida gewendet hat, unm~iglida. 

Wenn ida so R u s s e I l s philosophisdae Interpretation seines 
Systems bek~impfe, so glaube ida doda, dal~ die formale Seite dieses 
Systems gros in Ordnung und zur Begriindung der Mathe- 
matik weitgehend geeignet ist; es mut~ nur nada einer anderen 
philosophisdaen Interpretation gesudat werden. Bevor ida eine soldae 
Interpretation anzudeuten versudae, m~ichte ida, des leidateren Ver- 
st~indnisses halber, auf etwas Ihnen Wohlbekanntes hinweisen: Den- 
ken Sie an irgendein System von Axiomen der euklidisdaen Geo- 
metrie, z. B. an das yon H i I b e r t. Dieses Axiomsystem ist zur 
Besdareibung der Welt ausgezeidmet verwendbar; und doda glaubt 
niemand, dat~ in der Welt Gegenst~inde aufweisbar seien, die sich 
wie die Punkte, Geraden, Ebenen der euklidisdaen Geometrie ver- 
halten; es handelt sida dabei eben nur um Idealisierungen, um An- 
nahmen, die man zum Zwecke einer geeigneten Weltbesdareibung 
madam. 

Nun nehme ida wie R u s s e i I an, es stiinde uns zur Besdarei- 
bung der Welt (oder besser: eines Aussdanittes der Welt) ein System 
yon Aussagefunktionen, von Aussagefunktionen iiber Aussagefunk- 
tionen usf. zur Verfiigung (wobei ida aber im Gegensatze zu 
R u s s e 11 nidat gIaube, diese Aussagefunktionen seien etwas absolut 
Gegebenes, in der Welt Aufweisbares). Die Besdareibung der Welt 
wird nun versdaieden ausfallen, je nada der Reidahaltigkeit dieses 
Systemes yon Aussagefunktionen; wir madaen also gewisse A n -  



Diskussion zur Grundlegung der Matbematik z39 

nahmen iiber diese Reidahaltigkeit; z. B. werden wir fordern, daB, 
wenn 90 (x) und ~p (x) in dem System vorkommen, dies auch von 
90 (x) V ~P (x) und 90 (x) A ~P (x) gilt; wir werden auch annehmen, 
da~ neben 90 (x, y) auch (y) 90 (x, y) in dem Systeme vorkomme; wir 
kiSnnen etwa auch annehmen, das System sei sogar so reidahaltig, 
da~ auch eine Bildung wie (90) 90 (x) nicht aus ibm herausfiihre; auch 
die Forderung, es solle das Unendlidlkeitsaxiom oder das Auswahl- 
axiom gelten, sind in diesem Sinne Forderungen an die Reidahaltig- 
keit des Systems yon Aussagefunktionen, mit Hilfe dessen ich die 
Welt beschreiben will. Die ganze Mathematik r nun dur& 
tautologisdle Umformung der an die Reichhaltigkeit unseres Systems 
von Aussagefunktionen gestellten Forderungen. Ob ein bestimmter 
Satz gilt oder nicht (z. B. der Satz yon der M~ichtigkeit der Potenz- 
menge, oder der Wohlordnungssatz), h~ingt von den an die Reich- 
haltigkeit des zugrunde gelegten Systems von Aussagefunktionen ge- 
stellten Forderungen ab, die man, wenn man will, Axiome nennen 
kann; die Frage nach einer absoluten Giiltigkeit sol&er S~itze ist 
g~inzlich sinnlos. 

Nun wird man vielleidat die Frage stellen wollen: Gibt es ein 
sol&es System yon Aussagefunktionen, wie es bier gefordert wird? 
Im empirischen Sinne (oder im realistischen Sinne R u s s e 1 1 s) gibt 
es ein solches System gewi~ nicht: es ist ausgeschlossen, ein solches 
System in der Welt aufzuweisen. Im konstruktiven Sinne der In- 
tuitionisten gibt es ein solches System aud~ nicht. Aber daran liegt 
nichts; so wie die euklidische Geometrie sehr niitzlich ist zur Be- 
schreibung der Welt, obwohl ihre Punkte, Geraden, Ebenen nid~t 
aufweisbar sind, ebenso ist die Annahme eines Systems yon Aus- 
sagefunktionen, wie wi res  besprachen, sehr niitzlich zur Begchrei- 
bung der Welt, obwohl ein solches System weder empirisdt noch 
konstruktiv aufweisbar ist. Die so aufgebaute Analysis hat nut 
hypothetischen Charakter: Nehme ida an, zur Beschreibung der Welt 
stehe mir ein System yon Aussagefunktionen zur Verfiigung, das 
gewissen Reidahaltigkeitsanforderungen geniigt, so gelten in einer 
so gearteten Beschreibung der Welt die S~itze der Analysis. Tat~ch- 
lich geht auch die Beschreibung der Welt mit den Hilfsmitteln der 
Analysis iiber jede empirische Kontrollm~Jglichkeit welt hinaus. 
Natiirlich mug aber von den an das postulierte System von Aussage- 
funktionen gestellten Reichhaltigkeitsforderungen Widerspruchs- 
losigkeit vorausgesetzt werden, wodurda Ansd~ug an die Gedanken 
H i I b e r t s gewonnen ist. 
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Was bedeutet nun in der so aufgefat~ten Analysis eine Existen- 
tialbehauptung? Sidaerlida behauptet sie keinerlei Konstruierbarkeit 
im intuitionistischen Sinne; ist sie aber deshalb so bedeutungsleer, 
wie die Intuitionisten meinen? Nehmen wir an, es sei mit transzen- 
denten (also nidat konstruktiven) Hilfsmitteln irgendein Existential- 
satz bewiesen worden, z. B., nur um konkreter zu sprechen, der Satz: 
,,Es gibt eine stetige Funktion ohne Ableitung"; wird dann noda 
irgendwer versuchen, den Satz zu beweisen: ,,Jede stetige Funktion 
hat eine Ableitung?" Ida glaube, nein. Und damit hat dieser blof~e 
Existentialsatz eine faktische Bedeutung; nicht die, daf~ irgendwie 
eine solche Funktion in der Welt empirisda aufweisbar sei; auda nidat 
die, dat~ sie ,,konstruierbar'" sei; wohl aber die, ida m~ichte sagen 
,,wissensdaaf[stechnische'" Bedeutung einer Warnungstafel: Suche 
nicht den Satz: ,,Jede stetige Funktion hat eine Ableitung", zu be- 
weisen, denn es wird dir nicht gelingen. Dat~ dies tats~ichlich die 
Rolle der blot~en ,,Existentials~itze" ist, werden - -  denke ida - -  
die meisten Fachgenossen zugeben, die sich aktiv an Forschungen, 
wie sie etwa in der Theorie der reellen Funktionen getrieben wer- 
den, beteiligen. 

Zum Sdalut~ noda einige Worte zu W i t t g e n s t e i n s Kritik an 
R u s s e I l ,  iiber die Herr W a i s m a n n hier referiert hat. Daf~ mir 
diese Kritik in sehr wesentlichen Punkten berechtigt scheint, habe ich 
schon gesagt. Doch glaube ida, dat~ der Unterschied hier nidat durda- 
weg so grol~ ist, als es nach W a is m a n n s Referat scheinen mag. 
Nach R u s s e I l sind die natiirlichen Zahlen Klassen von Klassen; 
W i t t g e n s t e i n s Auffassung ist ansdaeinend eine ganz andere; 
beachtet man aber, dat~ nach R u s s e I 1 Klassensymbole unvoll- 
st~indige Symbole sind, die erst eliminiert werden miJssen, wenn 
man die wirkliche Bedeutung eines Satzes erkennen will, und fiihrt 
man diese Eliminierung nach den von R u s s e 11 angegebenen Regeln 
durda, so sieht man, dat~ die beiden Auffassungen durdaaus nidat 
so versdaieden sind. - -  Sicherlich besteht der von W i t t  g e n -  
s t e i n  betonte Unterschied zwischen System und Gesamtheit, 
zwisdaen Operation und Funktion, und es ist richtig, daf~ im R u s-  
s e I I schen System diese Untersdaeidung nicht gemadat wird. Doda 
haben Operationen und Funktionen, Systeme und Gesamtheiten 
viel Gemeinsames und k~Snnen deshalb sidaerlich weitgehend gemein- 
sam, mit derselben Symbolik, behandelt werden. Um die in diesem 
Punkte geiibte Kritik wirksam zu gestalten, miit~te also aufgewiesen 
werden, daf~ R u s s e 11 in clieser gemeinsamen Behandlung zu weit 
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geht, sie auch noda in Hillen anwendet, wo sie wegen effektiver 
Unterschiede nidat mehr angewendet werden kann, und dadurda in 
Irrtum ger~it. 

CARNAP" Ida m~ichte einige Bemerkungen madaen fiber das 
Verh~iltnis, in dem die drei Hauptridatungen der Grundlagenfor- 
schung der Mathematik zueinander stehen. (Die W i t t g e n - 
s t e i n sdae Auffassung, fiber die Herr W a i s m a n n vorgetragen 
hat, enth~ilt wichtige Gedanken, liegt aber noda nicht in einer 
sprudareifen Form vor.) Mandae Zuh/3rer haben aus den drei Vor- 
tr~igen den deprimierenden Eindruck gewonnen, als sei die Pro- 
blemsituation verworren und aussidatslos: da sind drei Richtungen, 
yon denen keine die andere versteht und von denen jede die Mathe- 
matik wieder in einer anderen Weise aufbauen will. 

In Wirklidakeit ist aber die Lage nicht so sdalimm, wie wir 
sehen werden. 

Der Untersdaied der Richtungen l~itk sida vielleicht erkl~iren aus 
dem Unterschied der Forderungen, die yon versdaiedenen Gesichts- 
punkten aus an den Aufbau der Mathematik gestellt werden. Der 
Logiker (vertreten in erster Linie durda F r eg e, sp~iter durch 
R u s s e l l ,  in gewisser Hinsidat auch durda B r o u w e r )  fordert: 
,,Jedes Zeichen der Sprache, also auda der mathematischen Symbolik, 
mut~ eine bestimmte, angebbare Bedeutung besitzen." Dem tritt der 
Mathematiker (vertreten durch H i I b e r t) gegeniiber: ,,Wir wollen 
nicht verpflidatet sein, iiber die Bedeutung der mathematisdaen Zei- 
chen Rechensdaat~ zu geben; wir beanspruchen das Recht, in freier 
Weise axiomatisch zu operieren, d. h. Axiome und Operationsvor- 
sdaritten fiir irgendein mathematisches Gebiet aufzustellen und dann 
formalistisch die Folgerungen aufzusu&en." 

Diese beiden Forderungen sdaeinen unvereinbar. In ihnen stellt 
sich uns der Gegensatz Logizismus--Formalismus dar. Der Gegen- 
satz kann aber, wie ida glaube, iiberbriickt werden. Den Weg dazu 
weist uns die dritte Forderung, die des Physikers. Dieser verlangt 
yon dem logisch-mathematisdaen System, daf~ es nidat nut in sida 
stimmt, sondern daft es auch im Gebiet der empirisdaen Wissensdaatt 
anwendbar ist. Denn es ist ja der eigentliche Sinn dieses Systems, 
anzugeben, wie Schliisse gezogen werden k/Snnen, d. h. weldae 
Transformationen yon S~itzen zul~issig sind. So werden wir z. B. 
verlangen, daf~ das logisch-mathematische System ~ns in den Stand 
setzt, yon den S~itzen 
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,,Alle Menschen find sterblich" 
und 

,,Alle Griechen sind Menschen", 
iiberzugehen zu dem Satz 

,,Alle Griechen find sterblich". 
Und in der Tat finden wir die M6glichkeit dieser Transformation 
in jedem der bekannten logisch-mathematischen Systeme angegeben. 
Aber wir werden von diesen Systemen auch verlangen, dab sie uns 
z. B. die Transformation des Satzes 

,,In diesem Zimmer sind nur die Personen Hans und Peter" 
in den Satz 

,,In diesem Zimmer sind zwei Personen" 
erm~glichen. Denn sonst kSnnen wir die Arithmetik nicht auf die 
Empiric anwenden. Der Mathematiker braucht rich zwar innerhalb 
seines Gebietes nicht urn diese Anwendung zu kiimmern. Im Rah- 
men der Gesamtwissenschaf~ aber miissen wir selbstverst~ndlioh die 
MiSgli&keit der Anwendung der Arithmetik auf Wirklichkeitssiitze 
verlangen; sonst k~nnte ja keine Physik getrieben werden. Wird 
nun diese Forderung yore logizistisdaen und yore formalistischen 
System erfiillt? Bei der F r e g e - R u s s e 11 schen Art der Definition 
der Zahlen kann der genannte S&lut~ gezogen werden. Bei der 
H i 1 b e r t schen axiomatischen Einfiihrung der Zahlen ist das nicht 
sicher, da die genaue Form des Axiomensystems noch nicht vorliegt. 
Jedenfalls kann aber dieses System dutch Einfiigung bestimmter 
Axiome so erg/inzt werden, dag es Transformationen vonder  ge- 
nannten Form erlaubt. Ich glaube nun, dai~ der Gegensatz zwischen 
Logizismus und Formalismus, wenn das System des letzteren die 
angedeutete notwendige Erg/inzung erfahren hat, in gewisser Weise 
iiberwunden werden kann. 

Denken wir uns den Aufbau des 1ogisch-mathematisdxn Systems 
zuniichst nach der H i 1 b e r t schen Methode vorgenommen. Als 
wesentlichster Punkt dieser Methode erscheint mir die Zweiteilung 
in die formale Mathematik (einschliei~lich der Logik) und die inhalt- 
liche Metamathematik. Die Mathematik besteht dabei aus Formeln, 
auf deren Bedeutung nidat Riicksicht genommen wird; die Meta- 
mathematik gibt die zul~issigen Transformationen der Formeln an 
und untersucht das System der aus den Grundformeln ableitbaren 
Formeln. Diese Methode der Zweiteilung hat den gro8en Vorteil, 
dab sie den Mathematiker innerhalb seines Gebietes yon den liisti- 
gen Forderungen des Logikers, Rechenschai~ iiber die Bedeutung der 
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Zeidaen zu geben, befreit, dabei aber auf der inhaltlichen Seite, 
n~imlida in der Metamathematik, den finitistisch-konstruktivistisdaen 
Forderungen entspridat. 

Der Logizismus verlangt aber, dal~ nidat nur die Metamathematik, 
sondern auda die Mathematik selbst bedeutungsvoll sei. Bei der 
genannten Art des Aufbaus scheint diese Forderung zun~ichst ver- 
letzt. Ida glaube aber, dai~ sie doda nadatr/iglida erfiillt werden 
kann. Wenn n,imlida in dem mathematisda-logisdaen System die Er- 
g~inzungen vorgenommen sind, deren Notwendigkeit wit vorhir, 
iiberlegt haben, so muff eine nachtriigliche logische Analyse des Auf- 
baus uns in den Stand setzen, die Bedeutung der zun~idast rein for- 
mal eingefiihrten mathematisdaen Zeidaen herauszustellen. So wird 
z. B. die logische Analyse derjenigen Formel, die die Transforma- 
tion des Hans-Peter-Satzes in den Zwei-Satz erlaubt, zu dem Er- 
gebnis fiihren, daf~ das Zeidaen ,,2"' gerade diejenige Bedeutung hat, 
die der Logizismus ihm beilegt. In soldaer Weise wiirde die forma- 
listisdae Einfiihrung der natiirlichen Zahlen eine logizistisdae Inter- 
pretation erhalten. 

Der formalistische Aufbau wird nach den natiirlidaen Zahlen 
die iibrigen Zahlarten einfiihren. Es werden in dem System Axiome 
vorkommen, die die Beziehungen zwisdaen den natiirlidaen Zahlen 
und den Briidaen, zwisdaen diesen und den reellen Zahlen, zwisdaen 
diesen und den komplexen Zahlen, zwischen den natiirlidaen und 
den transfiniten Zahlen festlegen. Die Aufgabe der logischen Ana- 
lyse wiirde es dann sein, diesem Aufbau Sdaritt fiir Schritt zu folgen 
und damit die Bedeutung aller mathematischen Zeichen zu ergriin- 
den. Der formalistische Aufbau kann nicht umhin, Operationsregeln 
fiir die mathematisdaen Zeidaen anzugeben, d. h. Vorschritten, die 
den Gebrauch dieser Zeidaen nidat nur innerhalb der Mathematik, 
sondern auda in der empirisdaen Wissenschatt bestimmen. Durch diese 
Angabe ist dann implizit auda die Bedeutung aller Zeichen fest- 
gelegt. Denn (das hat Herr W a i s  m a n n  vorhin sdaon betont) 
die Bedeutung eines Begriffes liegt in seinem Gebrauda. 

Meine Vermutung geht nun genauer dahin, dag diese logisdae Ana- 
lyse des formalistischen Systems das folgende jErgebnis haben wird; 
trifft diese Vermutung zu, so w~ire damit, trotz formalistisdaer Auf- 
baumethode, der Logizismus gerechtfertigt und der Gegensatz zwi- 
sdaen den beiden Richtungen iiberwunden: 

I. Fiir jecles matbematische Zeicben finden sida eine oder mehrere 
Bedeutungen; und zwar sind dies rein logische Bedeutungen. 
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z. Falls das Axiomensystem widersprudasfrei ist, so wird jede 
mathematische Formel, wenn an Stelle eines jeden mathematisdaen 
Zeichens die dafiir gefundene logisdae Bedeutung (bzw. eine beliebige 
von den versdaiedenen Bedeutungen) eingesetzt wird, zu einer Tau- 
tologie (einem allgemeingiihigen Satz). 

3- Falls das Axiomensystem vollst~indig ist (ira Sinn H i 1 b e r t s : 
keine nidat-ableitbare Formel ist widersprudasfrei hinzufiigbar), so 
wird die Bedeutungsanalyse eindeutig; jedes Zeidaen erh~ilt genau 
eine Bedeutung; damit w~ire der formalistisdae Aufbau in einen logi- 
zistisdaen verwandelt. 

Die Durdafiihrung der angedeuteten Gedanken kann erst ver- 
sudat werden, wenn das H i 1 b e r t sdae logisda-mathematisdae Axio- 
mensystem einmal vollst~indig vorliegen wird. Wenn dabei nidat 
nur das Axiomensystem selbst vorgelegt, sondern auda noda der 
erstrebte Widersprudasfreiheitsbeweis fiit das System oder fiir be- 
stimmte Teile gefiihrt werden wiirde, so w~ire dadurda die Auf- 
gabe der logisdaen Bedeutungsanalyse erheblida erleidatert. Denn 
nach meiner Ansidat enth~ilt jeder Widersprudasfreiheitsbeweis often 
oder versteckt die Aufweisung eines formalen Modells (H i I b e r t 
selbst hat in einem bestimmten Fall einen Hinweis in dieser Rida- 
tung gegeben, Logik S. 65). In diesem Modellaufbau wiirde aber, 
wie ida glaube, die logisdae Bedeutung der formalistisdaen Zeidaen 
sidatbar werden. 

Wenn ida hier die Hoffnung auf eine Einigung der entgegen- 
gesetzten Ridatungen ausgesprodaen habe, so will ida damit nidat 
etwa die jetzt noda bestehenden Gegens~itze und Sdawierigkeiten 
verschleiern. Im Gegenteih es wird am besten sein, wenn jede Rich- 
tung sida bemiiht, ihre Grundgedanken mit mi~glidaster Sd~rfe 
und Konsequenz durchzufiihren. Ida glaube, dat~ dann sdaliet~lida 
diese Durdafiihrungen zu einem gemeinsamen Ergebnis fiihren 
werden. 

v.  N E U M A N N :  Zu Ihrer Interpretation der Widersprudasfrei- 
heit m/Sdate ida bemerken, dat~ ida zweifle, ob das wirklida so geht. 
Die Situation ist die: bei H i l b e r t  werden tatsiichlich sinnlose 
Symbole eingefiihrt. Aber die Einfiihrung dieser sinnlosen Symbole 
ist bei H i I b e r t kein Selbstzwe&. Die angenehmen Erfahrungen, 
die man mit positiven ganzen Zahlen madat, beredatigen einen nicht 
zu einem Optimismus fiir die sp~iteren Ergebnisse. Wenn H i 1- 
b e r t s Beweis der Widerspruchsfreiheit gegliickt ist, ist es fraglida, 



Diskussion zur Grundlegung der Mathematik z 4 5 

ob das eine InterpretationsmiJglichkeit ergibt. Wenn ein Axiomen- 
system widerspruchsfrei sein soil, geniigt es, daf~ eine endliche Teil- 
menge widerspruchsfrei ist. Daher versucht man, fiir endliche Teil- 
mengen des Systems eine Interpretationsm/3glichkeit anzugeben. Das 
immerw~ihrende Schwanken dieser provisorischen Interpretationen 
beweist, dat~ man von ihnen nicht ohne weiteres zu einer definitiven 
kommen kann. Man kann so wohl zu einem Widerspruchsfreiheits- 
beweis kommen, ohne eine Interpretation fiir die Mathematik zu 
finden. Ich glaube also nicht, dai~ der Beweis der Widerspruchsfrei- 
heit geniigt. Herrn H a h n m/Jchte ich fragen: Wird bei seiner Auf- 
fassung das Reduzibilit~itsaxiom abgelehnt? 

H A H N  I Ja.  

vo N E U M A N N :  Dann kann man die klassische Mathematik mit 
den logischen Mitteln nicht begriinden. Man bekommt vielleicht 
etwas mehr als den Intuitionismus, aber die klassische Mathematik 
bekommt man nicht. 

HAHN: Das Reduzibilit/itsaxiom braucht man nur, um die 
verzweigte Typentheorie auf die einfache zurLickzufiihren. Die ver- 
zweigte Typentheorie aber ist nur n/Jtig zur Aufkl~irung von Wider- 
spriichen, die nicht extensionalen Charakter haben. Da die Mathe- 
matik rein extensionalen Charakter hat, braucht man zu ihrer 
Begriindung nur die einfa&e Typentheorie, mithin kein Reduzibili- 
t/itsaxiom. 

CARNAP: Der Versuch einer Interpretation des formalen 
Axiomensystems scheint mir nicht aussichtslos. Wenn fiir jedes end- 
liche Teilsystem eine Interpretation m/Sglich ist derart, dab diese 
Interpretationen durch ein allgemeines Gesetz bestimmt sind, so ist 
durda dieses Gesetz im Grunde auch schon eine Interpretation des 
Gesamtsystems gegeben. Denn eine Interpretation darf ja auch 
disjunktive Form haben (,,dieses Zeichen hat in diesem Zusammen- 
hang diese, in jenem Zusammenhang jene Bedeutung") und daher 
auch funktional angegeben sein. 

Fiir jedes einzelne mathematische Zeichen miissen im mathemati- 
schen System Regeln vorhanden sein, die es erm/Sglichen, aus Real- 
s~itzen ohne dieses Zeichen solche, die dieses Zeichen enthalten, zu 
erschlie~en. Hier k/Snnen wir nun die W i t t g e n s t e i n sche These 
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anwenden, daf~ der Sinn eines Symbols sich in seinem Gebrauche 
zeigt, und genauer die These, dab jeder abgeleitete Realsatz eine 
Wahrheitsfunktion derjenigen Elementars~tze ist, aus denen er ab- 
geleitet worden ist. Denken wir uns das kombinatorische Schema 
der ,,WahrheitsmSglichkeiten" jener Reals~itze, die das betreffende 
mathematische Zeichen nicht enthalten, aufgestellt, so wird die 
Schlu~regel erlauben, aus gewissen WahrheitsmSglichkeiten (das sind 
die Zeilen des Schemas) den Realsatz, der das mathematische Zei- 
chen enth~ilt, abzuleiten, aus den iibrigen nicht. Dann betrachten wir 
die Menge derjenigen WahrheitsmSglichkeiten, bei denen die Ab- 
leitung mSglich ist. Die Disjunktion der S~itze dieser Menge gibt 
dann die Bedeutung des Satzes mit dem mathematischen Zeichen 
an, enth~ilt aber selbst das Zeichen nicht. Damit, scheint mir, w~ire 
dann eine Interpretation des mathematischen Zeichens gefunden. 

SCHOLZ: Wenn man den Formalismus als Schema darstellt, so 
ist ein Satz, wenn er richtig ist, auch schon im Abz~ihlbaren reali- 
sierbar. Man kSnnte sagen, es ist iiberfliissig fiber abz~ihlbare Mengen 
hinauszugehen, weil man ein Axiomensystem, wenn es iiberhaupt 
realisierbar ist, schon im Abz~ihlbaren realisieren kann. Wie ist es 
denn aber mit der gcSt~eren M~ichtigkeit der reellen iiber den ratio- 
nalen Zahlen? 

Vo NEUMANN-" Das ganze Kontinuum liif~t sich nicht abz~ihlen, 
wenn man nur Funktionen verwendet, die sich rein logisch hersteUen 
lassen. Man kann aber von au~en her durch andere Funktionen 
diese Abbildung herstellen. Das ist kein Widerspruch. 

HEYTING: Ein wichtiges Ergebnis dieser Tagung ist es fiir 
mich, das das Verhiiltnis zwischen Formalismus und Intuitionismus 
sich vollst~indig gekl~irt hat. Der Meinung yon Neumanns kann ich 
mich vSllig anschlieBen. Wie ist also das Verh~iltnis? Beide Rich- 
tungen sind an sich mSglich, beide haben ein gewisses Recht auf den 
Namen Mathematik, weil beide durch Umdeutung aus der klassi- 
schen Mathematik hervorgegangen sind. Das Wort ,,Mathematik'" 
bedeutet freilich einmal eine gedankliche Konstruktion, das andere 
Mal ein Spiel mit Formeln. Es bestehen zwischen den beiden Rich- 
tungen gewisse Beziehungen, der Formalismus braucht den Intuitio- 
nismus wenigstens teilweise, soweit es die ganzen Zahlen und die 
vollst~indige Induktion betrifft. Andererseits: ist einmal der Wider- 
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spruchsfreiheitsbeweis geliefert, dann kann der Formalismus dem 
Intuitionismus als Beweismittel dienen, weil die formalen Zeidaen 
intuitionistisch als mathematische Gegebenheiten aufgefaflt werden 
k/Snnen. Daft diese Verst~indigung m~glioh ist, hat seinen Grund 
darin, daft fiir beide Richtungen die Mathematik da ist, ehe sie 
auf die Natur, auf die Wirklidrkeit angewendet wird. Da liegt 
auch der Grund, daft eine Verst/indigung mit dem Logizismus 
noch nicht m~Sglida ist. Da miiflte man erst erkl~iren, wie man Mathe- 
matik auf Wirklichkeit anwenden kann. Diese Frage ist durchaus 
noda ni&t vollst~indig gel~st. Die Logizisten wollen nicht darauf 
verzichten, beim Aufbau der Mathematik den Begriff der Welt sdaon 
zu gebrauchen. Daher ist eine endgiiltige Kl~irung noda nidat m~glich. 

G&DEL: Nach formalistisdaer Auffassung fiigt man zu den 
sinnvollen S~itzen der Mathematik transfinite (Schein-) Aussagen 
hinzu, welche an sich keinen Sinn haben, sondern nur dazu dienen, 
das System zu einem abgerundeten zu machen, ebenso wie man in 
der Geometrie durch Einfiihrung der unendlich fernen Punkte zu 
einem abgerundeten System gelangt. Diese Auffassung setzt voraus, 
daft, wenn man zum System S der sinnvollen S~itze das System T 
der transfiniten S~itze und Axiome hinzufiigt und dann einen Satz 
aus S auf dem Umweg iiber S~itze aus T beweist, dieser Satz auch 
inhaltlida richtig ist, daf~ also durch Hinzufiigung der transfiniten 
Axiome keine inhaltlich falschen S~itze beweisbar werden. Diese 
Forderung pflegt man durch die der Widerspruchsfreiheit zu er- 
setzen. Ida m/Sdate nun darauf hin~reisen, dai~ diese beiden Forde- 
rungen keinesfalls ohne weiteres als ~iquivalent angesehen werden 
diirfen. Denn wenn in einem widerspruchsfreien formalen System A 
(etwa dem der klassischen Mathematik) ein sinnvoller Satz p mit 
Hilfe der transfiniten Axiome beweisbar ist, so folgt aus der Wider- 
sprudasfreiheit von A blofl, daf~ non-p innerbalb des Systems A for- 
mal nidat beweisbar ist. Trotzdem bleibt es denkbar, daf~ man non-p 
dutch irgendwelche inhaltliche (intuitionistische) Elberlegungen ein- 
sehen k/innte, die sich in A nicht formal darstellen lassen. In diesem 
Falle w~ire trotz der Widerspruchsfreiheit von A in A ein Satz 
beweisbar, dessen Falschheit man durda finite Betrachtungen ein- 
sehen k/Snnte. Sobald man den Begriff ,,sinnvoller Satz" hinreidaend 
eng faf~t (z. B. auf die finiten Zahlgleichungen beschr~inkt), kann 
etwas Derartiges allerdings nicht eintreten. Hingegen w~ire es z. B. 
durchaus m/Sglich, daft man einen Satz der Form (E x)F (x), wo F 
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eine finite EigensdaaR natiirlidaer Zahlen ist (die Negation des 
G o I d b a c h sdaen Satzes hat z. B. diese Form), mit den trans- 
finiten Mitteln der klassisdaen Mathematik beweisen und andererseits 
durda inhaltlidae Uberlegungen einsehen k~nnte, dab alle Zahlen 
die EigensdaaPc non-F haben, und zwar bldbt  dies, worauf ida 
eben hinweisen m~date, auda dann noda m~glida, wenn man die 
Widerspruchsfreiheit des formalen Systems der klassisdaen Mathe- 
matik nadagewiesen hiitte. Denn man kann yon keinem formalen 
System mit Sidaerheit behaupten, dab alle inhahlidaen Uberlegungen 
in ihm darstellbar sind. 

v. N E U M A N N :  Es ist nidat ausgemadat, dal~ alle Sdalut~weisen, 
die intuitionistisda erlaubt sind, sida formalistisda wiederholen lassen. 

G6DEL: Man kann (unter Voraussetzung der Widersprudas- 
freiheit der klassisdaen Mathematik) sogar Beispiele fiir Siitze (und 
zwar solche yon der Art  des G o I d b a c h sdaen oder F e r m a t - 
schen) angeben, die zwar inhaltlida ridatig, aber im formalen System 
der klassischen Mathematik unbeweisbar sind. Fiigt man daher die 
Negation eines soldaer, Satzes zu den Axiomen der klassisdaen 
Mathematik hinzu, so erh~ilt man ein widersprudasfreies System, 
in dem ein inhahli& falsdaer Satz beweisbar ist. 

REIDEMEISTER: Ida mi~&te die Diskussion mit einigen Bemer- 
kungen absdalid~en, die nidats Neues bringen, vielmehr nur einige 
Punkte aus der Diskussion herausheben sollen, drei Punkte, die sida 
fiir die Kliirung der drei Grundeinstellungen in ihren Beziehungen 
zueinander als besonders widatig herausgestellt haben. 

x. Weldae Rolle spielt das Reduzibilitiitsaxiom im System R u s-  
s e 11 s? In dem Gedankenaustausda zwisdaen v. N e u m a n n und 
H a h n hat sida gezeigt, das hier eine ganz konkrete Frage vorliegt, 
die den Tatbestand der fertig ausgearbeiteten logistischen Theorie be- 
trifft. In der deutsdaen Literatur ist diese Frage nidat mit geniigender 
Deutlidakeit herausgearbeitet. Ida darf mitteilen, daf~ ein Vortrag 
hieriiber fiir die niidaste Gelegenheit in Aussidat genommen ist. D e r -  
selbe wird sida zugleida mit der sogenannten Extensionalitiitsthese zu 
befassen haben. 

2. Wie verhiih sida die H a h n sdae Interpretation des R u s s e 11 - 
sdaen Systems zu der formalistisdaen Interpretation desselben? Auda 
die Formalisten behaupten, das die inhahliche Deutung, weldae 
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R u s s e 11 seinem System gegeben hat, nidat unbedingt mit diesem 
System gekoppelt ist, sie trennen vielmehr das formale System von 
seiner Bedeutung. Wie aber 1,iBt sida von einem logistisdaen Stand- 
punkt aus das erste Hilfsmittel einer soldaen Umdeutung, niimlida 
der Begriff einer wesentlida bedeutungsleeren Aussage, bilden? Wie 
ist eine bedeutungsleere Aussage faBbar fiir jemanden, der nidat auf 
dem rein intuitionistisdaen Standpunkt steht, daft die Logik ein Teil 
cler Kombinatorik ist und dab S~itze aus Zeidaen konstruiert werden 
kiJnnen? 

3. Was ist die Bedeutung eines Satzes im intuitionistisdaen und 
logistisdaen Sinn? Ida kniipfe an eine Diskussionsbemerkung von 
C a r n a p an, dab es vielleidat gelingen k/Snne, an Hand eines Be- 
weises fiir Widersprudasfreiheit einen Weg zu finden, wie man einem 
formalistischen System eine Bedeutung geben k~Snnte. Was heiBt hier 
,,Bedeutung"? Jedenfalls nidat das, was ein Intuitionist unter Bedeu- 
tung versteht. Es ist wohl der sdawerstwiegende Gegensatz zwisdaen 
den beiden Lagern, dab das Wort ,,Bedeutung" so versdaieden ge- 
meint ist. Dies ist von den Vertretern der Logistlk wohl nidat immer 
klar genug anerkannt worden, und es ist somit eine widatige Auf- 
gabe, zwisdaen diesen ganz versdaiedenen Auffassungen des Begriffs 
,,Bedeutung" klare Grenzen zu ziehen. 

Nachtrag 

Von den Herausgebern der ,,Erkenntnis" werde ida aufgefordert, 
eine Zusammenfassung der Resultate meiner jiJngst in den Monatsh. 
f. Math. u. Phys. XXXVIII ersdfienenen Abhandlung ,,Ober formal 
unentsdaeidbare S~itze der ,Principia Mathematica' und verwandter 
Systeme" zu geben, die auf der K/Snigsberger Tagung noda nidat 
vorlag. Es handelt sida in dieser Arbeit um Probleme von zweierlei 
Art, niimlida x. um die Frage der Volls6indigkeit (Entsdaeidungs- 
definitheit) formaier Systeme der Mathematjk, 2. um die Frage der 
Widersprudasfreiheitsbeweise fiir soldae Systeme. Ein formales 
System heiflt vollst~indig, wenn jeder in seinen Symbolen ausdriick- 
bare Satz aus den Axiomen formal entsdaeidbar ist, d. h. wenn fiir 
jeden soldaen Satz A eine nada den Regeln des Logikkalkiils ver- 
laufende endlidae SdaluBkette existiert, die mit irgendwelchen 
Axiomen beginnt und mit dem Satz A oder dem Satz non-A endet. 
Ein System ~ heiBt vollst~indig hinsidatlida einer gewissen Klasse 
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yon S/itzen ~R, wenn wenigstens jeder Satz yon ~1~ aus den Axiomen 
yon ~ entscheidbar ist. Was in der obigen Arbeit gezeigt wird, ist, 
daf~ es kein System mit endlich vielen Axiomen gibt, welches auch 
nur hinsichtlich der arithmetischen S~itze vollst~indig w~irel). Unter 
,,arithmetischen S~itzen" sind dabei diejenigen S~itze zu verstehen, 
in denen keine anderen Begriffe vorkommen als + , . , =  (Addition, 
Multiplikation, Identit~it, u. zw. bezogen auf natiirliche Zahlen), fer- 
her die logischen Verkniipfungen des Aussagenkalkiils und schlid~- 
lich das All- und Existenzzeichen, abet nur bezogen auf Variable, 
deren Laufbereich die natiirlichen Zahlen sind (in arithmetischen 
S~itzen kommen daher iiberhaupt keine anderen Variablen vor als 
solche fiir natiirllche Zahlen). Sogar fiir Systeme, welche unendlich 
vide Axiome haben, gibt es immer unentscheidbare arithmetische 
S~itze, wenn nur die ,,Axiomenregel" gewissen (sehr allgemeinen) 
Voraussetzungen geniigt. Insbesondere ergibt rich aus dem Gesagten, 
dat~ es in allen bekannten formalen Systemen der Mathematik 
z. B. ,,Princ. Math." (samt Reduzibilit~its-, Auswahl- und Unendlich- 
keitsaxiom), Z e r m e l o - F r / i n k e l s c h e s  und v. N e u m a n n -  
sches Axiomensystem der Mengenlehre, formale Systeme der H i 1- 
b e r t schen Schule - -  unentscheidbare arithmetische S~itze gibt. Be- 
zf.iglich der Resultate fiber die Widerspruchsfreiheitsbeweise ist zu- 
n~ichst zu beachten, daf~ es sich hier urn Widerspruchsfreiheit in for- 
malem (H i 1 b e r t schen) Sinn handelt, d. h. die Widerspruchs- 
freiheit wird als rein kombinatorische Eigensdaaft gewisser Zeichen- 
systeme und der f~ir s ie geltenden ,,Spielregeln" aufgefat~t. Kom- 
binatorische Tatsachen kann man abet in den Symbolen der mathe- 
matischen Systeme (etwa der ,,Princ. Math.") zum Ausdruck bringen. 
Daher wird die Aussage, dat~ ein gewisses formales System 6 wider- 
spruchsfrei ist, h/iufig in den Symbolen dieses Systems selbst aus- 
driickbar sein (insbesondere gilt dies fiir alle oben angefiihrten Sy- 
sterne). Was gezeigt wird, ist nun das folgende: Fiir alle formalen 
Systeme, flir welche oben die Existenz unentscheidbarer arith- 
metischer S~itze behauptet wurde, geh~rt insbesondere die Aussage 
der Widerspruchsfreiheit des betreffenden Systems zu den in diesem 
System unentscheidbaren S~itzen. D. h. ein Widerspruchsfreiheits- 
beweis fiir eines dieser Systeme 6 kann nur mit Hilfe yon Schlut~- 
weisen gefiihrt werden, die in ~ selbst nicht formalisiert sind. Fiir 
ein System, in dem aUe finiten (d. h. intuitionistisda einwandfreien) 

i) Vorausgesetzt, das kdne falsdaea (d. h. inhaltlich widerlegbaren) arithmetisdaen 
S~tze aus den Axiomen des bert. Systems beweisbar find. 
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Beweisformen formalisiert sind, w~ire also ein finiter Widerspruchs- 
freiheitsbeweis, wie ihn die Formalisten sudlen, iiberhaupt unmSg- 
lick Ob eines der bisher aufgestellten Systeme, etwa die ,,Princ. 
Math.", so umfassend ist (bzw. ob es iiberhaupt ein so umfassendes 
System gibt), erscheint allerdings fraglich. 

K u r t  G S d e l ,  Wien. 
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