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Das Problem der logisdaen und erkenntnistheoretisdaen Grund- 
legung der Mathematik ist noda nicht vollst~ndig geliSst. Das Pro- 
blem besda~iffigt die Mathematiker und Philosophen lebhaf~; eine 
Unsidaerheit in den Fundamenten dieser ,,sidaersten aller Wissen- 
schaf~en" ist ja im hiJdasten Grade beunruhigend. Versdfiedene Vero 
suche zur L6sung des Problems sind sdmn gemadat worden; doda 
kann yon keinem gesagt werden, dat~ er wirklida alle bestehen- 
den Sdawierigkeiten hat iiberwinden k/Jnnen. Es find im wesent- 
lidaen drei Richtungen, in denen man die L6sung gesudat hat. Ihre 
Grundgedanken sollen in den drei heutigen Vortr~igen dargestellt 
werden. Diese Ridatungen sind: der Logizisrnus, dessen Hauptver- 
treter R u s s e I 1 ist, der yon B r o u w e r vertretene lntuitionismus 
und H i 1 b e r t s Formalismus. 

Wenn ida Ihnen bier in groflen Ziigen die Hauptlinien des logi- 
zistisdaen Aufbaues der Mathematik vorfiihren soll, so sehe ida es 
als meine Aufgabe an, Ihnen nidat nur die Teile des Systems zu 
zeigen, in denen die Durdafiihrung gut oder wenigstens einigermafen 
gut gelingt; sondern ida will gerade auda auf die besonderen Sdawie- 
rigkeiten hinweisen, auf die der logizistisdae Aufbau st6t~t. 

Eine der wesentlidasten Fragen im Grundlagenproblem der 
Mathematik ist die nada dem Verh~ilmis zwisdaen Mathematik und 
Logik. Als ,,Logizismus'" wird die Auffassung bezeidmet, daft die 
Mathematik auf Logik zuriickfiihrbar, also nidats anderes als ein 
Teil der Logik sei. Diese Auffassung ist von Freg .e  (I884) 
zum erstenmal vertreten worden. Die englisdaen Mathematiker 
A. N. W h i t e h e a d und B. R u s s e I 1 haben in dem grogen Werk 
,,Principia Mathematica" einen systematisdaen Aufbau der Logik 
und der aus ihr entwickelten Mathematik gegeben. Wir wollen die 
These des Logizismus in zwei Teilthesen aufspalten, die nadaein- 
ander er6rtert werden sollen: I. die mathematisdaen Begriffe sind 
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aus den logischen Begriffen ableitbar, und zwar durch explizite Deft- 
nitionen; 2. die mathematischen Siitze sind aus den logischen Grund- 
siitzen ableitbar, und zwar durch rein logische Deduktionen. 

I. Die Ableitung der mathematischen Begriffe 

Damit die These yon der Ableitbarkeit der mathematischen Be- 
griffe aus den logischen einen deutlichen Sinn bekommt, miissen wir 
angeben, welche logischen Begriffe hierbei vorausgesetzt werden. Es 
sind dies die folgenden. In der Satzlogik, die die Verkniipfungen 
zwischen unzerlegten S~itzen behandelt, sind die wichtigsten Be- 
griffe: Negation eines Satzes iv: ,,non-iv" (symbolisch bezeidmet mit 
, ,~ iv"), die Disjunktion zweier Siitze: ,,iv oder q" (,,iv v q"), die Kon- 
unktion: ,,iv und q" (,,iv. q"), die Implikation: ,,wenn p, so q" (,,iv 3 q"). 
Die Funktionenlogik stellt die Begriffe in Form yon Funktionen 
dar; z. B. bedeutet , ,f(a)" (gelesen: ,,f yon a"), dab die Eigen- 
schat~ f dem Gegenstand a zukommt. Die wichtigsten Begriffe der 
Funktionenlogik sind Allgemeinheit und Existenz: ,,(x)[ (x)" (ge- 
lesen: ,,fiir jedes x gilt [ yon x") bedeutet, daf~ die Eigenschat~ f 
jedem Gegenstand zukommt; ,,(~ x) f  (x)" (gelesen: ,,es gibt ein x, 
so dab f von x") bedeutet, dan f mindestens einem Gegenstand zu- 
kommt. Schlie~l;.ch kommt noch der Begriff der Identit~it hinzu: 
,,a ~ b" bedeutet, daf~ a und b Namen desselben Gegenstandes sind. 

Die angegebenen Begriffe brauchen nicht alle als undefinierte 
Grundbegriffe aufgestellt zu werden. Einige yon ihnen sind auf 
andere zuriickfiihrbar.. Zum Beispiel kann ,,iv v q" definiert werden 
als ,,~ (~ p.  ~ q)", und , (3  x) [ (x)" als , ,~ [(x) ~/c (x)]". Die logi- 
zistische These behauptet nun, daf~ die angegebenen logisdaen Be- 
griffe hinreidaen zur Definition aller mathematischen Begriffe, dat~ 
also keine spezifisch mathematischen Begriffe hinzugefiigt zu werden 
brauchen. 

Schon vor F r e g e waren die Mathematiker bei der Untersuchung 
der Abh~ingigkeit der mathematischen Begriffe voneinander zu dem 
Ergebnis gekommen, dab alle Begriffe der Arithmetik schlieglich auf 
die natiirlichen Zahlen (d. h. die im gewfhnlichen Z~ihlprozes ver- 
wendeten Zahlen i, 2, 3 . . . .  ) zuriickgehen, wenn auch an manchen 
Stellen noch keine scharfen Definitionen aufgestellt werden konnten. 
Die HauptauJgabe, die der Logizismus zun~ichst 16sen mu8te, be- 
stand somit in der Ableitung der natiirlichen Zahlen aus den logi- 
schen Begriffen. Die Aufgabe wurde schon yon F r e g e gel6st, R u s - 
s e 11 und W h i t e h e a d kamen unabh~ingig yon ihm zu derselben 
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L~sung und stellten erst nachtr~iglich die f0bereinstimmung lest. 
Wesentlich an dieser L~sung ist, dab der logische Ort der natiir- 
lichen Zahlen richtig erkannt wurde: es sind logische Bestimmungen, 
die nicht den Dingen, sondern den Begriffen zukommen. Dal] einem 
Begriff eine bestimmte Zahl, etwa 3, als seine Anzahl zukommt (in 
Zeichen: ',3 ([)"), bedeutet, dab drei Gegenst~inde unter ihn fallen. 
Dies kann nun tats~ichlich mit Hilfe der vorhin genannten logischen 
Begriffe ausgedriickt werden. Es m~ge z. B. ,,z~, (f)" bedeuten, dat~ 
unter den Begriff [ mindestens zwei Gegenst~inde fallen. Dies kann 
in folgender Weise definiert werden ( , ,~D/ '  ist das Definitions- 
zeichen; zu lesen: ,,soU kra~ Definition bedeuten"): 

2 60 =  f(3 x) ( j  y) [ -  (x = y).  f (x) . / (y)] ,  

in Worten: es gibt ein x und es gibt ein y derart, dat~ x nicht iden- 
tisch mit y ist, dat~ [ dem x zukommt und dat~ [ dem y zukommt. 
Entsprechend sind 3~,, 4~, usw. zu definieren, l ind jetzt kann die 
Anzahl Zwei selbst so definiert werden: 

2 ( h  = q ) ,  

in Worten: unter [ fallen mindestens zwei, aber nicht mindestens 
drei Gegenst~inde. Auch die arithmetischen Operationen kSnnen leicht 
definiert werden, z. B. die Addition zweier Zahlen mit Hilfe der 
Disjunktion zweier sich ausschliet~ender Begriffe. Ferner wird der 
Begriff der natiirlichen Zahl selbst abgeleitet. 

Die Ableitung der weiteren Zahlarten: der positiven und nega- 
tiven Zahlen, der Briiche, der reellen Zahlen, der komplexen Zahlen, 
erfolgt nicht, wie es der iiblichen Auffassung entsprechen wiirde, 
durch Anfiigung eines jeweils neuen Teilgebietes zu dem alten, son- 
dern durch Konstruktion eines vollst~ndig neuen Bereiches. Die 
natiirlichen Zahlen bilden nicht eine Teilmenge der Briiche, son- 
dern stehen nur zu gewissen Briichen in einer bestimmten Zuord- 
nung; die natiirliche Zahl 3 und der Bruch 8/1 sind hiernach nicht 
mehr identisch, sondern einander nur zugeordnet. Ebenso sind der 
Bruch 1/2 und die zugeordnete reelle Zahl wohl zu unterscheiden. 

Hier soil nur yon der Definition der reellen Zablen ge'sprochen 
werden; die Ableitung der anderen Zahlarten enth~ilt keine prinzi- 
piellen Schwierigkeiten. Das Problem der reellen Zahlen ist dagegen, 
das mut~ deutlich zugestanden werden, bis jetzt noch in keiner der 
drei Richtungen restlos gel6st. Semen wir die Reihe der Briiche 
(der Gr6t~e nach geordnet) als schon konstruiert voraus, so besteht 
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die Aufgabe darin, auf Grund dieser Reihe der Briiche die Defini- 
tion der reellen Zahlen aufzusteUen. Gewisse reelle Zahlen, n~imlich 
die rationalen, entspredaen einem Bruch selbst; die tibrigen reellen 
Zahlen, die irrationalen, entsprechen, wie D e d e k i n d (i872) ge- 
zeigt hat, einer ,,Liicke" in der Reihe der Briiche. Teilt man z. B. 
die (positiven) Briiche ein in die Klasse derjenigen, deren Quadrat 
kleiner als 2 ist, und die Klasse der iibrigen, so bildet diese Ein- 
teilung einen ,,Schnitt" in der Reihe der Briiche. Dieser Sdmitt ent- 
spricht der irrationalen reellen Zahl ~ .  Dieser Schnitt wird als 
,,Liicke" bezeichnet, well er durch keinen Bruch markiert wird. 
Denn weder besitzt jene ,,Unterklasse" einen griSBten, noch jene 
,,Oberklasse" einen kleinsten Bruch, da es ja keinen Bruch gibt, 
dessen Quadrat gleich Zwei ist. In dieser Weise entspricht einer jeden 
reellen Zahl ein Sdmitt in der Reihe der Briiche, und zwar jeder 
irrationalen reellen Zahl eine Liicke. An diese Elberlegungen von 
D e d e k i n d kniipf[ R u s s e I 1 an. Da jeder Sdmitt durch seine 
Unterklasse eindeutig bezeichnet ist, so definiert R u s s e 11 jede 
reelle Zahl als die Unterklasse des ihr entsprechenden Schnittes in 
der Reihe der Briiche. So wird z. B. V2- definiert als die Klasse 
(oder EigenschafD derjenigen Briiche, deren Quadrat kleiner ist als 
Zwei, und die rationale reelle Zahl 1/a als die Klasse aller Briiche, 
die kleiner sind als der Bruch 1/~. Auf Grund dieser Definition l~iBt 
sich die gesamte Arithmetik der reellen Zahlen aufstellen. Auf ge- 
wisse Schwierigkeiten, auf die die Durchfiihrung noch stiSBt, - -  sie 
h~ingen zusammen mit den sogenannten nichtpr~idikativen Begriffs- 
bildungen - -  werden wit sp~iter eingehen. 

Das Wesentliche an der angedeuteten logizistischen Methode der 
Einfiihrung der reellen Zahlen ist, dab hier diese Zahlen nicht 
,,postuliert", sondern ,,konstruiert" werden. Es wird nicht durch 
Postulate oder Axiome die Existenz yon Gebilden angesetzt, die die 
Eigenschafien der reellen Zahlen haben, sondern es werden durch 
explizite Definitionen logische Gebilde konstruiert, die auf Grund 
dieser Definitionen diejenigen Eigenschaften haben, die man in der 
Arithmetik den reellen Zahlen beizulegen pflegt. Eine Begriffsbil- 
dung ist nidlt eine Erschaffung, sondern nur eine Namengebung fiir 
etwas, das als vorhanden schon nachgewiesen sein mug; es gibt keine 
,,sch~Jpferischen Definitionen". Diese ,,konstruktivistische'" Auffassung 
gehi~rt zu den Grundtendenzen des Logizismus. 

Ebenso werden in konstruktivistischer Weise die weiteren mathe- 
matischen Begriffe eingefiihrt, sowohl die Begriffe der Analysis 
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(z. B. Konvergenz, Limes, Stetigkeit, Differentialquotient, Integral 
usw.) als auch die der Mengenlehre (vor allem die Begriffe der 
transfiniten Kardinal- und Ordinalzahlen). 

1I. Die Ableitung der mathematischen S~itze 

Die zweite Teilthese des Logizismus besagt, dai~ die mathemati- 
~chen S~itze aus den logischen Grundsiitzen mit Hilfe der logischen 
Schlut~operationen deduzierbar sind. Das erforderliche System der 
Grunds~itze der Logik ergibt sich durch eine Vereinfachung des 
R u s s e 11 schen Systems; es enth~ilt vier Grunds~itze der Satzlogik 
und zwei der Funktionenlogik. Als Operationsregeln sind eine Ein- 
setzungsregel und eine Implikationsregel (der modus ponens der alten 
Logik) zu nehmen. Die glekhen Grunds~itze und Operationsregeln 
haben auch Hi lbe r t  und Ackermann  ihrer Logik zugrunde gelegt. 

Die mathematischen Begriffe sind durch explizite Definitionen ein- 
gefiihrt, Eine explizite Definition ist nichts anderes als die Fest- 
setzung einer neuen, meist abkiirzenden Schreibweise; gemiif~ dieser 
Festsetzung kann die Sdareibweise stets wieder eliminiert werden. 
Daher kann jeder mathematische Sarz riickiibersetzt werden in einerl 
Satz, in dem nut noch die friiher genannten Hauptbegriffe der Logik 
vorkommen. Die zweite These kann deshalb auch so formuliert wer- 
den: jeder beweisbare mathematische Satz ist riickiibersetzbar in 
einen Satz, dernur  aus logischen Grundzeichen besteht und in der 
Logik beweisbar ist. 

Bei der Ableitung der mathematischen S~itze st~Sf~t der Logizismus 
jedoch auf verschiedene Schwierigkeiten. Zuniichst stellt sich heraus, 
daf~ manche Siitze der Arithmetik und Mengenlehre, wenn sie in 
iJblicher Weise aufgefaf~t werden, zu ihrem Beweis auf~er den logi- 
schen Grundsiitzen noch besondere Grundsiitze erfordern, die als 
Unendlichkeitsaxiom und als Auswahlaxiorn (oder Multiplikations- 
axiom) bezeichnet werden. Das Unendlichkeitsaxiom besagt, daf~ es 
zu jeder natiirlichen Zahl eine gr~Sf~ere gibt; das Auswahlaxiom be- 
sagt, dat~ es zu jeder Menge von elementfremden, nicht leeren 
Mengen, (mindestens) eine Auswahlmenge gibt, d. h. eine solche, die 
mit jeder der Elementmengen genau ein Element gemein liat. Fiir 
uns kommt es jetzt nidat auf den Inhalt der beiden Axiome an, 
sondern auf ihren logischen Charakter: beide sind Existenzsiitze. 
R u s s e 11 hatte aus diesem Grunde mit Recht Bedenken dagegen, 
sie als Grunds~itze der Logik aufzustellen. Denn die Logik hat es 
ja nut mit den mSglichen Formen zu tun und darf nicht dariiber 
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Aussagen machen, ob etwas existiert oder nicht. R u s s e I 1 land 
einen Ausweg aus dieser Schwierigkeit. Er iiberlegte, dat~ die Mathe- 
matik ebenfalls eine rein formale WissenschaPc sei; daher darf auch 
sie yon Existenz nicht im absoluten Sinn, sondern nur bedingungs- 
weise sprechen: wenn Gebilde yon der und der Art existieren, dann 
auch Gebilde v o n d e r  und der Art, die sich aus jenen logisch 
ergeben. Er verwandelte deshalb einen mathematischen Satz, etwa 
S, der das Unendliddieitsaxiom U oder das Auswahlaxiom A er- 
fordert, in einen Bedingungssatz; nicht S, sondernU ~ S bzw. A 3 S 
wird als Behauptung aufgestellt. Dieser Bedingungssatz ist dann aus 
den Grundsiitzen der Logik ableitbar. 

Eine gr/Sflere Schwierigkeit, vielleicht die Hauptschwierigkeit im 
Aufbau der Mathematik, hiingt zusammen mit einem weiteren, yon 
R u s s e 11 aufgestellten Axiom, dem sogenannten Reduzibilitlits- 
axiom. Fiir die Kritiker des Systems der ,,Prineipia Mathematica" 
ist es der gr/Sflte Stein des Anstos gewesen, und mit Recht. Wir 
sind mit den Gegnern des Logizismus darin einig, datg die Auf- 
stellung dieses Axioms unzul~issig ist. Die Liicke, die durch die 
Ausmerzung dieses Axioms entsteht, ist freilich noch nicht in einer 
restlos befriedigenden Weise ausgefiillt; davon wird spiiter ausfiihr- 
lich zu spreahen sein. Die gemeinte Schwierigkeit ist verkniipit mit 
der R u s s e 11 schen ,,Typentheorie", die wir in ihren Hauptziigen 
darsteUen woUen. Wir haben eine ,,einfache Typentheorie" und 
eine ,,verzweigte Typentheorie" zu unterscheiden; die letztere ist 
eine yon R u s s e I 1 vorgenommene, inzwischen aber dutch R a m - 
s e y als unn~Stig erkannte Versch~irfung der ersteren. 

Wenn wir uns hier der Einfachheit halber auf einstellige Funk- 
tionen (Eigenschatten) beschriinken und von mehrstelligen Funktionen 
(Beziehungen) absehen, so besteht die Typentheorie in der folgenden 
Einteilung der Ausdriicke in verschiedene ,,Typen". Zum Typus o 
gehiSren die Namen der Gegenst/inde (,,Individuen") des Denk- 
bereiohes, der in dem betreffenden Zusammenhang behandelt wird 
(etwa a, b . . . .  ). Zum Typus i geh~Sren die Eigenschaiten dieser 
Gegenst~inde (etwa [ (a), g (a) . . . .  ). Zum Typus 2 geh/Sren die 
Eigenschat~en dieser Eigenschafien (etwa F (D, G (f) . . . .  ; hierher 
geh/Srt z. B. der friiher definierte Begriff 2 ([)). Zum Typus 3 ge- 
hiSren die Eigenschatten von Eigenschatten von Eigenschaiten usf. 
Die Hauptregel der Typentheorie besagt nun: Jeder Begriff geh/Srt 
zu einem bestimmten Typus und kann nur auf Ausdriicke des 
n~ichstniederen Typus mit Sinn bezogen werden. Daraus folgt, dat~ 
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S~itze yon der Form [ (a), F (f), 2 (f) stets sinnvoll sind, n~imlich 
entweder wahr oder falsch; dagegen sind Verbindungen wie f (g), 
f (F) weder wahr noch falsch, sondern sinnlos. Insbesondere sind 
hiernach audt Ausdriicke wie f (f) oder ~ f (f) sinnlos; d. h. man 
kann yon einer EigenschaPc weder mit Sinn aussagen, sie komme 
sich selbst zu, noch, sie komme sida selbst nicht zu. Diese letztere 
Konsequenz ist, wie wir sehen werden, von Bedeutung fiir die 
Ausschaltung der Antinomien. 

Hiermit ist die einfache Typentheorie in ihren Hauptz~igen um- 
rissen. Sie wird yon den meisten Vertretern der modernen Logik 
als berechtigt und notwendig anerkannt. R u s s e 11 hat in seinem 
System dariiber hinaus noch die verzweigte Typentheorie aufgestelh, 
die jedoch heute meist abgelehnt wird. Hiernach wurden die Eigen- 
schaflcen eines jeden Typus noch in ,,Ordnungen" unterteilt; diese 
Einteilung nahm nicht mehr Bezug auf die Art der Gegenst~inde, 
fiir die die EigenschaPc gilt, sondern auf die Form der Definition, 
durch die sie eingefiihrt ist. Uber die Griinde, aus denen R u s s e l 1 
diese Versch/irfung fiir notwendig hielt, werden wir sp~iter sprechen. 
Die Folge derAufstellung der verzweigten Typentheorie war, dat~ beim 
Aufbau der Mathematik, besonders in der Theorie der reellen Zah- 
len, gewisse Schwierigkeiten auttraten: Viele der grundlegenden 
S~itze liefen sich nicht nur nicht beweisen, sondern iiberhaupt nicht 
aussprechen. Diese Schwierigkeit konnte R u s s e l 1 nur durch einen 
Gewahakt iiberwinden, n/imlich durch die Aufstellung des Reduzi- 
bilit/itsaxioms, durch das die verschiedenen Ordnungen eines Typus 
sich in gewisser Hinsicht auf die niederste Ordnung des Typus redu- 
zieren liefen. Die einzige Begriindung fiir dieses Axiom bestand 
jedoch in dem Umstand, daf kein anderer Ausweg aus der durch die 
verzweigte Typentheorie hervorgerufenen Schwierigkeit sichtbar war. 
Sp/iter, in der 2. Auflage der ,,Principia Mathematica'" (i92S) , ver- 
warf R u s s e l 1 selbst das Reduzibilifiitsaxiom, veranlaft durch die 
von W i t t g e n s t e i n geiibte Kritik. Er glaubte jedoch, die ver- 
zweigte Typentheorie nicht entbehren zu k/Snnen, und gab die Rat- 
losigkeit der Situation zu. Hier wird deutlich, wie wichtig es nidit 
nur fiir den Logizismus, sondern fiir jeden LSsungsversuch des 
Grundlagenproblems der Mathematik w~ire, wenn man zeigen 
kSnnte, daft man mit der einfachen Typentheorie allein auskommt. 
R a m s e y ,  ein junger englischer Mathematiker, Sdliiler yon R u s - 
sell, der leider in diesemJahr gestorben ist, hat i9z6 einen Versuch in 
dieser Richtung unternommen, von dem wir noch sprechen werden. 
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I lL  Das Problem der nicbtpriidikativen Begriffsbildungen 

Wenn wir iiberlegen wollen, ob die einfache Typentheorie aus- 
reicht oder versch~irtt werden muis, so werden wir zun~ichst einmal 
nachsehen, welche Griinde denn R u s s e 11 veranlaist haben, diese 
Versch~irfung trotz ihrer h6chst unbequemen Folgen vorzunehmen. 
Da finden wir zwei Griinde, die eng miteinander zusammenh~ingen: 
die Notwendigkeit der Ausschaltung der logisdaen Antinomien und 
das sogenannte circulus-vitiosus-Prinzip. 

Als ,,logiscbe Antinomien'" bezeichnet man Widerspriiche, die zu- 
n~ichst in der Mengenlehre (als sogenannte ,,Paradoxien") auf- 
traten, von denen R u s s e l l  aber zeigte, daiS sie allgemein-logischen 
Charakters sind: In der Logik selbst lassen sich solche Widerspriiche 
aufweisen, wenn keine Typentheorie vorausgesetzt wird. Die ein- 
fadaste Antinomie ist die des Begriffs ,,impr~idikabel". Man definiert: 
Eine Eigenscha~ ist ,,impr~idikabel", wenn sie sich selbst nicht zu- 
kommt. Ist nun die Eigenschatt ,,impr~idikabel" selbst impr~idikabel? 
Angenomrnen, ja; dann k~ime sie sich selbst zu, w~ire also, laut Defi- 
nition yon ,,impr~idikabel", nicht impr~idikabel. Angenommen, nein; 
dann k~ime sie sich selbst nicht zu, w~ire also, laut Definition yon 
,,impr~idikabel", impr~idikabel. Nach dem Satz vom ausgeschlossenen 
Dritten gilt entweder ja oder nein; in beiden Hillen kommen wir 
aber zu einem Widerspruch. Ein anderes Beispiel ist die yon G r e 1- 
1 i n g aufgestellte Antinomie des Begriffes ,,heterologisch"; diese ist 
v611ig analog zu der eben genannten, bezieht sich aber nicht auf 
Eigensdaatten, sondern auf Eigenschafisworte. Man definiert: Ein 
Eigenschatiswort ist ,,heterologisch", wenn die durch dieses Wort 
bezeichnete Eigenschafi ihm selbst nicht zukommt. (Beispiel: das 
Wort ,,einsilbig" ist heterologisch; denn es ist selbst nicht einsilbig.) 
Hier fiihrt, wie leicht ersichtlich, sowohl die Annahme, das Wort  
,,heterologisch" sei selbst heterologisch, als auch die entgegengesetzte 
Annahme zu einem Widerspruch. Von R u s s e 1 1 selbst und yon 
anderen Logikern sind zahlreiche derartige Antinomien aufgestellt 
worden. 

R a m s e y hat nun gezeigt, dais die Antinomien in zwei ganz 
verschiedene Arten zerfallen. Die der ersten Art sind in logischen 
Zeichen darstellbar; sie werden ,,logische Antinomien" (im engeren 
Sinn) genannt. Zu ihnen gehSrt das genannte Beispiel ,,impr~idi- 
kabel". R a m s e y hat nachgewiesen, dais die Antinomien dieser 
Art sdaon durch die einfache Typentheorie ausgeschaltet werden. 
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Z. B. kann der Begriff ,,impr~idikabel" gar nicht definiert werden, 
wenn die einfadae Typentheorie vorausgesetzt wird; denn nach ihr 
ist ja ein Ausdruck von der Form, eine Eigensdaa~ komme sich selbst 
nicht zu ( - f  ([)), sinnlos und unzul~issig. 

Die Antinomien der zweiten Art  werden als ,,semantische" oder 
,,epistemologische" bezeichnet. Zu ihnen geh/Srt die friiher genannte 
Antinomie ,,heterologisch", ferner die den Mathematikern bekannte 
Antinomie der kleinsten natiirlichen Zahl, die in deutscher Sprache 
nicht mit weniger als ioo Buchstaben definiert werden kann. 
R a m  s e y hat nun gezeigt, dab diese Antinomien zweiter Art in der 
symbolischen Sprache der Logik und Mathematik gar nicht gebildet 
werden k/Snnen und daher fiir den Aufbau der Mathematik aus der 
Logik iiberhaupt nicht beriicksichtigt zu werden brauchen. Der Um- 
stand, dab sie in der Wortsprache aufireten, hatte R u s s e 11 ver- 
anlal~t, besondere Beschr~inkungen der Logik zu ihrer Ausschaltung 
einzufi~hren, eben jene verzweigte Typentheorie. Aber vielleicht beruht 
ihre Entstehung nur auf einem Fehler unserer iiblichen Wortspraehe. 

Da die Antinomien erster Art  schon dutch die einfache Typen- 
theorie ausgesdlaltet werden und die zweiter Art  in der Logik nicht 
aufireten, erkl~irte R a m s e y die verzweigte Typentheorie und da- 
mit auch das Reduzibilit~itsaxiom fiir iiberfliissig. 

Wie steht es aber nun mit R u s s e 11 s zweitem Grund fiir eine 
Versch~irfung der Typentheorie, n~imlich dem cireulus-vitiosus-Prin- 
zip? Dieses Prinzip lautet: ,,Keine Gesamtheit kann Glieder enthal- 
ten, die nur mit Hilfe dieser Gesamtheit definiert werden kSnnen." 
Das Prinzip kann auch ausgesprochen werden als ,,Verbot der nicbt- 
prlidikativen Begriffsbildungen"; dabei heit~t eine Begriffsbildung 
(Definition) ,,nichtpriidikativ", wenn sie ein Gebilde definiert unter 
Bezugnahme auf eine Gesamtheit, zu der das Gebilde gehiSrt. (Der 
Begriff ,,nichtpr~idikativ" hat nichts zu tun mit dem vorhin genann- 
ten Pseudobegriff ,,impr~idikabel".) R u s s e 11 s Hauptgrund fiir das 
Verbot war seine Meinung, dab aus der l~bertretung dieses Ver- 
botes die Antinomien entst~inden. Von einem etwas anderen Ge- 
sichtspunkt aus ist das Verbot vor R u s s e 11 yon P o i n c a r ~ und 
nach R u s s e I l v o n  W e y 1 mit Nachdruck aufgestellt word,n;  man 
wies hier darauf hin, daft ein nichtpr~idikativ definierter Begriff in- 
folge des Zirkels in der Definition sinnlos sei. Wir wollen uns diese 
Auffassung an einem Beispiel deutlich machen. 

Man kann den Begriff der ,,induktiven Zahl" (der dem Begriff 
der nattirlichen Zahl einschlief~lida der Null entspricht) so definieren: 



x oo Rudolf Carnap 

eine Zahl heif~t ,,induktiv", wenn sie alle erblichen Eigenschaf~en der 
Null besitzt; dabei soll eine Eigenschafi ,,erblich" genannt werden, 
wenn sie, sobald sie einer Zahl n zukommt, stets auch der n~ichst- 
folgenden Zahl n + x zukommt. In Zeichen: 

lnd (x) = Df~  [(Erbl ([). [ (o)) O ] (x)]. 

Um diese Definition als zirkelhat~ und unanwendbar zu erweisen, 
pflegt man in folgender Weise zu argumentieren. Im Definiens 
kommt der Ausdruck ,,(f)" vor, d. h. ,,fiJr alle Eigenschaffen (yon 
Zahlen)". Da zu allen Eigenschafien auch die Eigenschat~ ,,induktiv" 
gehSrt, so kommt die zu definierende Eigenscha~ selbst schon in 
versteckter Weise im Definiens vor, soll also durch sich selbst deft- 
niert werden, was offenbar unzul~issig ist. Die Sinnlosigkeit des in 
dieser nichtpr~idikativen Weise definierten Begriffs zeige sich, so sagt 
man, besonders deutlich, wenn man sein Vorliegen im Einzelfall be- 
weisen wolle. Um etwa zu priifen, ob die Zahl Drei induktiv ist, 
mull nach Definition untersucht werden, ob jede Eigenschaf~, die erb- 
lich ist und die der Null zukommt, auch der Drei zukomrnt. Wenn 
ida dies fiir jede Eigenschaf~ untersuchen mut~, so auch fiir die Eigen- 
schaf[ ,,induktiv", die ja auch eine Eigenschat~ yon Zahlen ist. Ida 
mug also, um festzustellen, ob die Zahl Drei induktiv ist, unter 
anderem auch feststellen, ob die Eigenschaf[ ,,induktiv" erblich ist, 
ob sie der Null zukommt, und schhliel~lich - -  und das ist der sprin- 
gende Punkt - - ,  ob sie der Drei zukommt. Das aber wiirde bedeu- 
ten, dab die Feststellung iiberhaupt nicht mSglich ist. 

Bevor wir darauf eingehen, wie R a m s e y versucht hat, diesen 
Gedankengang zu widerlegen, miissen wir uns noch klarmachen, 
wie R u s s e 11 durch diese 12berlegungen zur verzweigten Typen- 
theorie gcfiihrt wurde. Er argumentierte so: Da es unzul~issig ist, 
eine Eigenschaf[ zu definieren durch einen Ausdruch, der sich auf 
,,alle Eigenschaf[en" bezieht, so miissen wir die Eigenschaf[en (des 
Typus r) unterteilen: zur ,,ersten Ordnung" rechnen wir solche 
Eigenschaften, in deren Definition der Ausdruck ,,alle Eigenschafien" 
nicht auf~ritt; zur ,,zweiten Ordnung" solche, in deren Definition 
der Ausdruck ,,alle Eigenschaf[en erster Ordnung" aut~ritt; zur 
,,dritten Ordnung" solche, in deren Definition der Ausdruck ,,alle 
Eigenschaf[en zweiter Ordnung" aufiritt; usw. Der Ausdruck ,,alle 
Eigenschafien" ohne Bezug auf eine bestimmte Ordnung wird fiir 
unzul~issig erkl~irt. Hiernach kommt dann niemals in der Definition 
einer Eigenschafi eine Gesamtheit vor, zu der sie selbst gehSrt. 
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Z. B. wird die Eigenschatt ,,induktiv" jetzt als Eigenschaf[ zweiter 
Ordnung in der folgenden, nicht mehr nichtpr~idikativen Weise deft- 
niert: Eine Zahl heit~t ,,induktiv", wenn sie alle erblichen Eigen- 
schai~ erster Ordnung, die der Null zukommen, besitzt. Durch 
diese verzweigte Typentheorie werden nun aber erhebliohe Schwie- 
rigkeiten fiir die Behandlung der reellen Zahlen hervorgerufen. Eine 
reelle Zahl wird, wie wir friiher gesehen haben, definiert als Klasse 
oder, was im Grunde das gleiche bedeutet, als Eigensohaf~ yon Brii- 
chen. Z. B. wird, wie wir gesehen haben, ! /2  definiert als Klasse 
oder Eigenschatt derjenigen Briiche, deren Quadrat kleiner ist als 
Zwei. Da nun nach der verzweigten Typentheorie der AusdrudI ,,fiir 
alle Eigensd~afLen" ohne Bezug auf eine bestimmte Ordnung unzu- 
1/issig ist, so darf auch der Ausdruck ,,fiir alle reellen Zahlen" sich 
nicht auf alle reellen Zahlen sdllechthin beziehen, sondern nur auf 
die reellen Zahlen einer bestimmten Ordnung. Zur ersten Ordnung 
geh/Sren dann diejenigen reellen Zahlen, in deren Definition ein 
Ausdrudi vonder  Form ,,fiir alle reellen Zahlen" nicht vorkommt; 
zur zweiten Ordnung geh/Sren diejenigen, in deren Definition ein 
solcher Ausdruck vorkommt, der da~n aber auf ,,alle reellen Zahlen 
erster Ordnung'" zu beschr~inken ist; usf. Es wird nun keine 
Definition und auda kein Satz mehr zugelassen, die sich auf alle 
reellen Zahlen schlechthin beziehen. Damit fallen aber viele der 
wichtigsten Begriffsbildungen und S/itze der Theorie der reellen Zah- 
len fort. R u s s e 11 sah keinen Ausweg aus dieser Schwierigkeit, 
naohdem er seinen friiheren Versuch, n~imlich die Aufstellung des 
Reduzibilit~itsaxioms, selbst als unzul~issig erkannt hatte. 

Hier liegt das schwierigste Problem, das die Aufgabe der Grund- 
legung der Mathematik gegenw/irtig bietet: Wie ist die Logik zu ge- 
stalten, wenn einerseits die Gefahr der Sinnlosigkeit nichtpr~idika- 
tiver Begriffsbildungen vermieden werden soll, andererseits aber die 
Theorie der reellen Zahlen als Klassen (oder EigensohaPcen) yon 
Briidlen in befriedigender Weise aufgebaut werden soil? 

IV. Versucb einer L~sung 

R a m s e y hat (I926) einen Aufbau der Mathematik entworfen, 
in dem er die genannte Schwierigkeit in kiihner Weise dadurch zu 
iiberwinden sucht, da~ er die verbotenen nichtpr/idikativen Begriffs- 
bildungen als durohaus zul~issig erkl~irt. Sie enthalten zwar, so sagt 
er, einen circulus; aber dieser circulus ist nicht vitiosus, sondern un- 
sch/idlich. Er verweist auf die Kennzeidmung ,,der 1/ingste Mann in 
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diesem Zimmer". Hier wird etwas gekennzeichnet mit Hilfe einer 
Gesamtheit, zu der es selbst gehiSrt. Und doch h~ilt niemand diese 
Kennzeiehnung fiir unzul~issig, da ja die gekennzeidmete Person 
schon vorher existiert und durch die Kennzeidmung nicht erschaffen, 
sondern nur herausgehoben wird. Ebenso, meint R a m s e y ,  sei es 
nun auch mit den Eigenschatten; die Gesamtheit der Eigenschatten 
existiere schon an sich; dab wir Menschen endliche Wesen sind und 
daher nicht jede dieser unendlich vielen Eigenscha~en fiir sich be- 
zeichnen kiSnnen, sondern manche yon ihnen nur durch Bezugnahme 
auf die Gesamtheit aUer Eigenschatten kennzeichnen k/Snnen, sei ein 
empirisches Faktum, das die Logik nichts angehe. 

Auf Grund dieser Auffassung l~it~t R a m s e y die nichtpr~idika- 
riven Begriffsbildungen zu. So kann er dann mit der einfachen 
Typentheorie auskommen und trotzdem die erforderlichen mathe- 
matischen Begriffsbildungen, besonders in der Theorie der reellen 
Zahlen, vornehmen. 

Dieses erfreuliche Ergebnis ist gewifl verlockend. Aber mir scheint, 
wir diirfen uns dadurch doch nicht verleiten lassen, die von R a m -  
s e y zugrunde gelegte Auffassung anzunehmen, da~ die Gesamtheit 
der Eigenschatten schon vor ihrer Kennzeidmung durch Definitionen 
existiere. Mir scheint, eine solche Auffassung ist nicht mehr weir 
entfernt yon einem Glauben an ein platonisches Reich der Ideen, 
die an rich bestehen, unabh~ingig davon, ob und in welcher Form die 
endlichen Menschen imstande sind, fie zu denken. Ich glaube, wir 
miissen an der Auffas.sung F r e g e s festhalten, dai~ auch in der 
Mathematik nur das als vorhanden angenommen werden daft, des- 
sen Existenz bewiesen ist, und das bedeutet: mit endlich vielen 
Schritten bewiesen ist. Darin miJchte ida auch den Intuitionisten zu- 
stimmen: Die Endtichkeit jeder logisch-mathematischen Operation, 
jedes Beweises und jeder Definition, ist nidat zu fordern wegen eines 
zuf~illigen empirischen Faktums, das den Menschen betrifft, sondern 
geh~Jrt zum Wesen der Sache. Man hat die Mathematik der Intuitio- 
nisten wegen dieser Auffassung eine ,,anthropologische Mathematik" 
genannt. Mir scheint, man miif~te in Analogie dazu R a m s e y s 
Mathematik eine ,,theologische" Mathematik nennen. Denn er setzt 
sich bei der Gesamtheit der Eigenschatten, yon der er spricht, fiber 
die Schranken des wirklich Erkennbaren und Definierbaren hinweg, 
geht gewissermat~en vom Standpunkt eines unendlichen Geistes aus, 
der nicht an die erb~irmliche Notwendigkeit gebunden ist, jedes Ge- 
bilde in schrittweisem Fortgang konstruieren zu miJssen. 
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So wird es fur uns zur entscheidenden Frage: Ist es miSglich, 
R a m s e y s Ergebnis beizubehalten, ohne seine absolutistische Auf- 
fassung mitzumadlen? R a m s e y s Ergebnis, das ist: Beschr~inkung 
auf die einfache Typentheorie, und trotzdem M~Sglichkeit der Defini- 
tion der mathematischen Begriffe, insbesondere in der Theorie der 
reellen Zahlen. Dieses Ergebnis wird erreicht, wenn wir, wie R a m-  
s e y,  die nichtpr~idikativen Begriffsbildungen fiir zul~issig erkl~iren. 
Aber k~nnen wir das ohne R a m s e y s Begriffsabsolutismus? Idx 
mSchte hier versuchen, eine bejahende Antwort auf diese Frage an- 
zudeuten. 

Wir greifen zuriick auf das Beispiel der Eigenschaf~ ,,induktiv", 
fiir die wir eine nichtpr~idikative Definition aufgestellt hatten: 

Ind (x) = D/(D [(Erbl (/)-/(o)) O / (x)]. 

Wir wollen noch einmal priifen, ob die Anwendung dieser Defini- 
tion, also die Feststellung, ob der Begriff in einem bestimmten Ein- 
zelfalle zutrifft oder nicht, wirklich auf einen Zirkel fiihrt und da- 
mit unm~glich wird. Daf~ die Zahl z induktiv sei, wiirde nach der 
gegebenen Definition bedeuten: 

(J) [(Erbl (/). / (o)) 3 / (z)], 

in Worten: Es gilt allgemein, daf~ eine beliebige Eigenschaf~ f, die 
erblich ist und der Null zukommt, auch der Zwei zukommt. Auf 
weld~em Wege ist nun die G[iltigkeit einer solchen Allaussage zu 
priifen? Miit~te man dazu jede einzelne Eigenschafc hernehmen, so 
erg~ibe rich allerdings ein unliSsbarer Zirkel; denn dabei wiirden wir 
auch auf die Eigenschafi ,,induktiv" stot]en. Die Feststellung w~ire 
dann grunds~itzlich unm(Jglieh und daher der Begriff sinnlos. Aber 
die Priifung einer logischen oder mathematischen Allaussage besteht 
nicht in einer Durchlaufung der Reihe der Einzelf~lle. Denn es han- 
delt rich dabei ja meist, und so auch in diesem Falle und [iberhaupt 
stets bei den nidltpr~dikativen Definitionen, um eine unendliche Ge- 
samtheit. Der Gedanke an die Notwendigkeit der Durchlaufung be- 
ruht auf einer Verwechslung der ,,numerischen" Allgemeinheit, die 
rich auf vorgegebene Gegenst~inde bezieht, mit der ,,spezifischen" 
Allgemeinheit~). Die spezifische Allgemeinheit wird nicht dadurch 
festgestellt, dag Einzelf~ille durchlaufen werden, sondern dadurch, 
daf] aus gewissen Bestimmungen gewisse andere logisch abgeleitet 

i) Vgl. hierzu: F. K a u f m a n n ,  Das Unendlidle in der Mathematik und 
seine Ausschaltung. Wien x93o. 

8ErkenntnisH 
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werden. In unserem Beispiel: dat~ die Zahl Zwei induktiv sei, be- 
deutet, dai~ aus der Bestimmung ,,erblich sein und der Null zukom- 
men", die Bestimmung ,,der Zwei zukommen" logisch folgt; in Zei- 
chen: Aus ,,Erbl (D. [ (o)" kann, bei unbestimmt bleibendem [, durch 
logische Operationen abgeleitet werden ,,[ (2)". Und dies ist nun tat- 
s~idllich der Fall. Zun~ichst ist die Ableitung yon ,,[ (o)" aus ,,Erbl 
(19 �9 [ (o)" trivial; damit ist die Induktivit~it der Zahl Null bewie- 
sen. Die weiteren Schritte beruhen auf der Definition des Begriffs 

,,erblich": Erbl( f)=~f(n)[[(n)3I(n+ x)]. 

Mit I--Iilfe dieser Definition ist, wie leicht ersidltlich, aus ,,Erbl ~ .  [ (o)', 
ableitbar ,,[ (o + x)", also , , / (I)".  Damit ist bewiesen, da~ die 
Zahl Eins induktiv ist. Unter Beniitzung dieses Ergebnisses ist, wie- 
derum mit Hilfe der Definition der Erblichkeit, aus ,,Erbl ([)-[  (o)" 
ableitbar ,,f (z + I)", also ,,[ (2)". Damit ist die Zahl Zwei als in- 
duktiv erwiesen. Wir Sehen also, dab die Definition der Induktivit~it, 
obwohl sie nichtpr~idikativ ist, doch die Anwendung nicht hindert: 
der Beweis, dai~ die definierte Eigenschat~ im EinzelfaU vorliegt 
(bzw. nicht vorliegt), kann gefiihrt werden; die Definition ist damit 
als sinnvoll erwiesen. 

Wenn wir den Gedanken an die Notwendigkeit eines Durdilau- 
fens der Einzelf~ille fallen lassen und uns klarmachen, dat~ die All- 
gemeingiiltigkeit einer Aussage fiir beliebige Eigenschafien nichts an- 
deres bedeutet als ihre logische (genauer: tautologische) Geltung bei 
unbestimmter Eigenschait, so kommen wir zu der l~berzeugung, dat] 
die nichtpr~idikativen Definitionen logisch zul~issig sind. Ist eine 
Eigensdlatt niohtpr~idikativ definiert, so mag die Entsoheidung ihres 
Vorliegens oder Nichtvorliegens in einem bestimmten Einzelfalle 
zwar unter Umst~inden Sdawierigkeiten machen, vielleicht auch un- 
m/Sglich sein, falls die Logik kein entscheidungsdefinites System dar- 
stellt. Keineswegs aber wird diese Entsdaeidung infolge der Nicht- 
pr~idikativit~it prinzipiell fiir alle Hille unmSglich. 

Wenn die hiermit skizzierte Auffassung sich als haltbar erweist, 
so w~ire damit dem Logizismus aus seiner grSf~ten Schwierigkeit ge- 
holfen, die darin besteht, zwischen der Scylla des Reduzibilit~its- 
axioms und der Charybdis des Zerfalls der reellen Zahlen in ver- 
schiedene Ordnungen gllicklich hindurdlzugelangen. 

Der Logizismus hat in der hier vertretenen Form mit jeder der 
beiden anderen Richtungen gewisse Ziige gemeim Mit dem Intuitio- 
nismus verbindet ihn die konstruktivistische Tendenz in der Begriffs- 
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bildung, die ja auch F r e g e schon mit Nachdruck vertreten hat: Ein 
Begriff darf nicht axiomatisch eingefiihrt werden, sondern mug aus 
den undefiniert vorausgesetzten Grundbegriffen durch schrittweise 
explizite Definitionen konstruiert werden. Die Anerkennung der 
nichtpr~idikativen Definitionen sd~eint auf den ersten Blick dieser 
Tendenz zu widersprechen; das ist jedoch nur bei dem Aufbau in 
der von R a m s e y vertretenen Form der Fall. Wir red'men, ebenso 
wie die Intuitionisten, zu den Eigenschafien nur diejenigen Aus- 
drficke (genauer: Ausd~cke von der Form eines Satzes mit ~iner 
freien Variabeln), die aus undefinierten Grundeigenscha~en des be- 
treffenden Bereidaes nach bestimmten Konstruktionsregeln in endlich 
vielen Schritten konstruiert sin& Der Unterschied liegt aber darin, 
dab wir nidlt nur die yon den Intuitionisten angewandten Kon- 
struktionsregeln fiir giiltig ansehen (es sind die des sogenannten 
,,engeren Funktionenkalkiils"), sondern dariiber hinaus auch die 
Verwendung des Ausdruckes ,,fiir alle Eigenschaf~en" (die Opera- 
tionen des sogenannten ,,weiteren Funktionenkalkiils"). 

Auch mit dem Formalismus besteht eine methodische Verwandt- 
sclaafi. Der Logizismus stellt sida die Aufgabe, das logisch-mathe- 
matische System so aufzubauen, datg zwar die Aufstellung der Aus- 
gangsformeln und der Operationsvorsdarif[en im Hinblick auf die 
Bedeutung der Grundbegriffe gesdaieht, dab aber innerhalb des 
Systems die Kette der Deduktionen und die der Definitionen forma- 
listisch weitergefiihrt wird, rein kalkiilm~iglg, d. h. ohne auf die Be- 
deutung der Grundbegriffe Bezug zu nehmen. 
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