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Zur Quantenmechanik.
Von M. Born und P, Jordan in Gottingen.
(BEingegangen am 27. September 1925.)

Die kiirzlich von Heisenberg gegebenen Ansitze werden (zundichst fir Systeme
von einem Freiheitsgrad) zu einer systematischen Theorie der Quantenmechanik
entwickelt. Das mathematische Hilfsmittel ist die Matrizenrechnung. Nachdem
diese kurz dargestellt ist, werden die mechanischen Bewegungsgleichungen aus
einem Variationsprinzip abgeleitet und der Beweis gefiihrt, daff auf Grund der
Heisenbergschen Quantenbedingung der Energiesatz und die Bohrsche Frequenz-
bedingung aus den mechanischen Gleichungen folgen. Am Beispiel des an-
harmonischen Oszillators wird die Frage der Eindeutigkeit der Lgsung und die
Bedeutung der Phasen in den Partialschwingungen erdrtert. Den Schlufl bildet
ein Versuch, die Gesetze des elektromagnetischen Feldes der neuen Theorie ein-
zufiigen.

Einleitung. Die kiirzlich von Heisenberg?) in dieser Zeitschrift
mitgeteilten Ansiitze zu einer neuen Kinematik und Mechanik, die den
Grundforderungen der Quantentheorie entsprechen, scheinen uns von
groBer Tragweite zu sein. Sie bedeuten einen Versuch, den neuen Tat-
sachen — statt durch mehr oder weniger kiinstliche und gezwungene
Anpassung der alten gewohnten Begriffe — durch die Schaffung eines
neuen, wirklich angemessenen Begritfssystems gerecht zu werden. Heisen-
berg hat die physikalischen Gedanken, die ihn dabei geleitet haben,
in so klarer Weise ausgesprochen, daB jede erginzende Bemerkung
iiberfliissig erscheint. Aber in formaler, mathematischer Hinsicht sind
seine Betrachtungen, wie er selbst betont, erst im Anfangsstadium. Er
hat seine Hypothesen nur an einfachen Beispielen erléutert und ist micht
zu einer allgemeinen Theorie vorgedrungen. Begiinstigt durch den Um-
stand, daB wir seine Uberlegungen schon in statu nascendi kennenlernen
durften, haben wir uns nach Abschlufl seiner Untersuchungen bemiiht,
den mathematisch-formalen Gehalt seiner Amsiitze zu kliren, und legen
hier einige unserer Ergebnisse vor. Sie zeigen, daf es tatsiichlich mog-
lich ist, auf der von Heisenberg gegebenen Grundlage das Gebiude
einer geschlossenen mathematischen Theorie der Quantenmechanik in
merkwiirdig enger Analogie zur klassischen Mechanik, doch unter Wah-
rung der fiir die Quantenerscheinungen kennzeichnenden Ziige zu errichten.

Wir beschrinken nns dabei zunichst mit Heisenberg auf Systeme
von einem Freiheitsgrad, von demen wir amnehmen, dafl sie —
klassisch gesprochen — periodisch sind. Die Verallgemeinerung der

1) W. Heisenberg, ZS. £ Phys. 33, 879, 1925.
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mathematischen Theorie auf Systeme von beliebig vielen Freiheitsgraden
sowile auf aperiodische Bewegungen wird uns in der Fortsetzung dieser
Abhandlung beschaftigen. In wesentlicher Verallgemeinerung der Heisen-
bergschen Ansitze werden wir uns weder anf die Behandlung der nicht-
relativistischen Mechanik, noch auf das Rechnen mit kartesischen Ko-
ordinaten beschrinken. Die einzige Beschrinkung, die wir uns hinsichtlich
der Koordinaten auferlegen, liegt darin, daf sich unsere Betrachtungen
anf Librationskoordinaten beziehen, die in der klassischen Theorie
periodische Funktionen der Zeit sind. Allerdings scheint es in manchen
Fallen naheliegend, andere Koordinaten zu henutzen, beispielsweise beim
Rotator den Drehwinkel ¢, der eine lineare Funktion der Zeit wird. So
ist auch Heisenberg hei seiner Behandlung des Rotators vorgegangen;
es muf jedoch dahingestellt bleiben, ob das dabei angewandfe Verfahren
vom Standpunkt einer folgerichtigen Quantenmechanik aus gerechtfertigt
werden kann.

Die mathematische Grundlage der Heisenbergschen Betrachtung
ist das Multiplikationsgesetz der quantentheoretischen GrdBen, das
er durch eine geistreiche Korrespondenzhetrachtung erschlossen hat. Die
Ausgestaltung seines Formalismus, die wir hier geben, beruht auf der
Bemerkung, daf diese Regel nichts ist, als das den Mathematikern wohl-
bekannte Gesetz der Multiplikation von Matrizen. Das nach zwei
Seiten unendliche, quadratische Schema (mit diskreten oder kontinuierlich
laufenden Indizes), die sogenannte Matrix, ist der Reprisentant einer
physikalischen Griofle, die in der klassischen Theorie als Funktion der
Zeit angegeben wird. Die mathematische Methode der neuen Quanten-
mechanik ist daher gekennzeichnet durch Benutzung einer Matrizen-
analysis an Stelle der gewthnlichen Zahlenanalysis.

Mit dieser *Methode haben wir hier die einfachsten Fragen der
Mechanik und Elektrodynamik anzufassen versucht. Ein durch Korre-
spondenzbetrachtungen nahegelegtes Variationsprinzip liefert fiir die
allgemeinste Hamiltonsche Funktion Bewegungsgleichungen in
engster Analogie zu den klassischen kanonischen Gleichungen. Die
Quantenbedingung zusammengefat mit einer aus den Bewegungs-
gleichungen fliefenden Relation erlaubt eine einfache Matrizenschreib-
weise. Mit ihrer Hilfe gelingt der Beweis der Allgemeingiiltigkeit
des Energiesatzes und der Bohrschen Frequenzbedingung in
dem von Heisenberg vermuteten Sinne, ein Beweis, den er auch fiir
die einfachen, von ihm behandelten Beispiele nicht vollstindig fithren

konnte.  Auf eines dieser Beispiele kommen wir dann ausfithrlicher
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXXIV. 57
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zuriick, um einen Anhalt zu gewinnen iiber die Rolle, die die Phasen
der Partialschwingungen in der neuen Theorie spielen. Zum Schluf
zeigen wir, daB auch die Grundgesetze des elektromagnetischen Feldes
im Vakuum sich der neuen Methode zwangslos einfiigen, und geben eine
Begriindung der von Heisenberg gemachten Annahme, daf die Quadrate
der Betrige der Elemente der das elektrische Moment eines Atoms dar-
stellenden Matrix ein Maf sind fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten.

Kapitel I. Matrizenrechnung.

§ 1. Elementare Operationen. Funktionen. Wir rechnen
mit quadratischen unendlichen Matrizen'), die wir hier mit fetten Buch-
staben bezeichnen wollen, wihrend schwache Buchstaben stets gewdhn-
liche Zahlen bedeuten sollen:

w(00) a(01) «(02)...
. [ a(1D) a(ll) a(12)...
a=@em) =\ 00 4@21) @22

Gleichheit zweier Matrizen bedeutet Gleichheit entsprechender Kom-

ponenten:

a = b heibt a (nm) == b{nm). ¢y
Addition wird definiert durch Addition entsprechender Komponenten
a=>b+c heiBt a(mm)=>0(m) +c@m) 2)

Die Multiplikation wird definiert durch die aus der Determinanten-
theorie bekannte Regel ,Zeilen mal Kolonnen*:

a = b ¢ heibt a (nm) = Vb (k) e (ko). 3)
k=0

Potenzen sind durch wiederholte Multiplikation zu definieren. Ks
gilt das assoziative Gesetz fiir die Multiplikation und das distributive fiir
die Verbindung von Addition und Multiplikation:

(abc — abo): &
ab+c=ab+ac (3)

Dagegen gilt nicht das kommutative Gesetz fiir die Multiplikation:

Die Gleichung ab == ba ist nicht allgemein richtig. Wenn sie gilt,

1) Man findet Niheres iber Matrizenrechnung etwa bei M. Bocher, Ein-
fiihrung in die hohere Algebra: aus dem Englischen von Hans Beck, Leipzig,
Teubner, 1910, § 22 bis 25; ferner bei R. Courant und D. Hilbert, Methoden
der mathematischen Physik I. Berlin, Springer, 1924, 1.Kap.
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werden g und p vertauschbar genannt. Die durch

‘ Opm = 0 fir n =& w, .
7: (bnm)’ { o - i (())
61177/ h— 1
definierte Einheitsmatrix hat die Figenschaft

al=1a=a. (6a)
Die zu g reziproke Matrix g—! ist definiert durch?)
ala—aa'l=1 (7
Als ,Mittelwert® einer Matrix g Dbezeichnen wir diejenige Matrix,
deren Diagonalelemente mit denmen von g iibereinstimmen, wihrend alle
ibrigen Elemente Null sind:
a = (Oppa@mmn)). 8)
Die Summe dieser Diagonalelemente soll ,Diagomnalsumme der
Matrix g heiflen und mit D (g) bezeichnet werden:
D(a) = >, a(nn). 9
n
Nach (3) beweist man leicht: Wenn die Diagonalsumme eines Pro-
dukts y = x; x, ... Xy endlich ist, so bleibt sie unverindert bel zyklischer
Vertauschung der Faktoren:
DXy Xm) = DX Xpp1--. Xn X1 Xg o« Xp—1) (10)
Es geniigt offenbar, sich von der Richtigkeit des Satzes fiir zwei
Faktoren zu tiberzeugen.

Sind die Komponenten der Matrizen g, b Funktionen eines Para-
meters ¢, so wird

d . :
ii ,Z amk)b(km)y — }z ta (k)b (km) 4 o (nk)b (k)
oder nach der Definition (3):

d .

Wiederholte Anwendung von (11) gibt
d . . . ,
(ﬂ(xlxg c Xn) T Xy Xy o X Xy Xg o Xy F e X Xy Xy (1)
Durch die Rechenprozesse (2), (3) konnen Funktionen von Ma-
trizen definiert werden. Als allgemeinste Funktion £(x,x; ... X,) soll
hier zuniichst eine solche in Betracht gezogen werden, welche durch eine

1) Bekanntlich ist bei endlichen quadratischen Matrizen a~! durch diese
Definition stets eindeutig festgelegt, wenn die Determinante 4 von a von Null
verschieden ist. Ist 4 = 0, so gibt es keine zu a reziproke Matrix.



862 M. Born und P. Jordan,

Summe von endlich oder unendlich vielen Potenzprodukten in den Ar-
gumenten x, mit Zahlen als Koeffizienten formal dargestellt werden
kann. Es konnen dann auch durch Gleichungen

f, (Vs - Yni Xp1-0- Xp) == 0, l

................ (12)

fﬂ(yl,..._y,,; X Xn) = 0 ’
Funktionen y;(x,, - .. x,) definiert werden. Um namlich Funktionen y,
der oben beschriebenen Form zu erhalten, welche den Gleichungen (12)
geniigt, hat man nur die y; als Reihen, die nach Potenzprodukten der x;
fortschreiten, anzusetzen und durch Einsetzen in (12) die Koffizienten der
Reihe nach zu bestimmen. Man erkennt, daB sich stets ebenso viele
Gleichungen wie Unbekannte ergeben. Die Anzahl der Gleichungen und
Unbekannten ist freilich gréfer, als bei der Anwendung der Methode der
unbestimmten Koeffizienten in der gewbdhnlichen, mit kommutativer
Multiplikation rechnenden Analysis. Man erhdlt in jeder der Glei-
chungen (12) nach Einsetzen der Reihen fiir die y, und Zusammen-
fassung der zusammengehbrigen Glieder aufer einem Summanden C x, x,
auch einen Summanden € x4x, und hat sowohl C' als auch C" (nicht
nur ¢’ -+ C") zum Verschwinden zu bringen. Dafiir treten jedoch aunch
in der Entwicklung eines jeden y, zwei Glieder x, x, und x, x, mit zwei
verfiigbaren Koeffizienten auf.

§ 2. Symbolische Differentiation. Ein spiter viel benutzter
Rechenprozel, den wir hier niher betrachten wollen, soll als Diffe-
rentiation einer Matrizenfunktion bezeichnet werden. Es ist jedoch
zu beachten, daf dieser Prozel nur in einigen Punkten dhnliche Higen-
schaften besitzt, wie die Differentiation der gewdhnlichen Analysis. Zum
Beispiel sind hier die Produktregel der Differentiation oder die Regel
fiir die Differentiation einer Funktion von einer Funktion unicht mehr
allgemein 1 Giiltigkeit. Nur dann, wenn alle vorkommenden Matrizen
miteinander vertauschbar sind, gelten fiir diese Differentiation alle
Regeln der gewthnlichen Analvsis.

Es sei s

y = Hle = Xi, Xiy- - Xi (13)

. .. m=1
Wir definieren

dy 5 ] m=r—1 ‘ak - U fﬁl’ _j i 'I")
57}0 — Eﬁlrk H le H X’m’ la‘]kk — 1. (14)

re=1 m=r+1 m=1
In Whrten lautet diese Regel: Man denke in dem gegebenen Produlkt
alle Faktoren einzeln angeschrieben (also z. B. nicht xf x,f, sondern
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X, Xy Xy Xy Xy); man greife irgend einen Faktor x;, heraus und bilde das
Produkt aller ihm folgenden Faktoren und aller ihm voranigehenden
Faktoren (in dieser Reihenfolge). Die Summe aller so gebildeten Glieder
ixt der Differentialquotient des Produkts nach-diesem x;.

Einige Beispiele mogen das Verfahren erliutern:

dy
— ¥ = pn—1
b4 X" dx X
dy n—1 ym n—2ym i Mmoyyn—1
¥y = x'x" Jx. = XXX TS X A e XX,
1
J— 2 d.y — f 2
— Xy Ag A1 Ay — A1 Ag A143 a X1 A3 Xy 3 Ay Ay
y X; Xg X1 X 0)(1 Xi X Xy Xy + Xa Xy Xo Xy 1+ Xy Xy X,
Fordern wir ferner
ka d)(k an

. . 0 . L .
so ist die Ableitung d)f fir allgemeinste amalytische Funktionen ¥
definiert.

Mit diesen Definitionen und der der Diagonalsumme (8) gilt die
Beziehung

0D(y) _ dy ;
dlL (” ) d;(k (mn), (16)

wobel rechts die m -Komponente der Matrix g'y steht. Diese Beziehung
X

kann auch zur Definition der Ableitung i benutzt werden. Zum Be-

fw} d ]
weis von (16) geniigt es offenbar, eine Funktion y der Form (13) zu
hetrachten. Nach (14:) und (3) wird

r—1

y (m n) == 2 53 k ]___[ T, (77[)751)-}—1) H *, (Tpryg1);  (170)

r=1 T p=r-+1
Tyt 1 = N, Ts+1 = Ty, T, = h.
Andererseits ist aus (3) und (9) zu entnehmen:

aD(y) r1
o = EM T o, Gmsn) 1 o, Grmpsi (07

T op=1 p=r+1
Ty =— Tg+1, Ty == N, Ty 41 == 9L
Vergleich von (17) und (17') gibt (16).
Hervorgehoben sei gleich hier eine fiir spiter wichtige Tatsache,
die aus der Definition (14) abzulesen ist: Die partiellen Ableitungen
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eines Produkts sind invariant gegen zyklische Vertauschungen
der Faktoren. Wegen (16) ist dieser Satz auch aus (10) zu folgern.
Zum Schluf dieser Vorbereitungen sollen den Funktionen g(pgq)
von zwel Variablen noch einige Worte gewidmet werden. Fir
y=prq (18)
wird nach (14)

s—1 r—1

0 d . N . *
a.V Eps—1—zq P 81 =S¢ ipg. (189
P =y 9 i~

Die allgemeinste zn betrachtende Funktion g(pg) ist nach § 1
darzustellen durch ein lineares Aggregat von Gliedern

k
7 = H(psj qi) (19)
Mit der Abkiirzung =t 1
k —
Po= 11 (piqi) [[ (pig7) (20
j=1+41 j=1
kinnen die Ableitungen geschriehen werden:
71
— E Epsl—l—m rlplp ,
l:‘ :’;:f 1)
(;_z =3> Sqil-mppiigqm
q I=1m=0

Aus diesen Gleichungen ist eine wichtige Folgerung zu ziehen. Wir
betrachten die Matrizen

di = q3- Jq
Nach (21) wird
'k
d, = El(q”l P.p— Ppign),
=

bl — p= % 22
—3¢7 P P (22)

K
d, = 121 (prrqiP— qiP.p%),
und daraus folgt
k
d,+d, = 321 (prqnP,— P.phigr).

Hier hebt sich immer das zweite Glied eines Terms gegen das erste
des folgenden, und auch das erste und letzte Glied der ganzen Summe
zerstéren sich. Also wird

dl + dg = 0. (23)
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Diese Beziehung gilt wegen ihres linearen Charakters in z nicht
nur fiir Ausdriicke z der Form (1Y), sondern zugleich auch fiir beliebige
analytische Funktionen g(pq)?).

Zum Schluf dieser kurzen Darstellung der Matrizenanalysis wollen
wir noch den Satz beweisen: Jede Matrizengleichung

Fx, Xp oo x) = 0
bleibt richtig, wenn man in allen Argumentmatrizen x; ein
und dieselbe Permutation aller Zeilen und Kolonnen vornimmt.
Hierzu geniigt es offenbar zu zeigen, da8 fiir zwei Matrizen a, b, die durch
diese Operation in &', b’ tibergehen, die Invarianzen
a-+b=1(@+h. ab = @b

gelten, wo die rechten Seiten diejenigen Matrizen bedeuten, die aus g + b
und g b durch jene Vertauschungen entstehen.

Wir fihren diesen Beweis, indem wir die Operation des Permu-

tierens durch Multiplika{:ion mit einer geeigneten Matrix ersetzen ).
Eine Permutation schreiben wir

(0 123 ...)_(u
gy ey Ry ) 7.=n>

Dieser ordnen wir die Permutationsmatrix

1 fiir m = k,,
p = (p(nm)), P nm) = { 0 sonst
zu. Die zu p transponierte Matrix sei
. . - 1 fir » == ky,
p = (p(nm), P (nin) = {0 sonst.

Durch Multiplikation beider folgt
pp=(SpHitm) = @) =1,

da beide Faktoren p(nk) und p (km) nur dann gleichzeitig von Null ver-

1) Allgemeiner wird fiir Funktionen von ¢ Variabeln
J d
E X, 9 9 x |\ = 0.
Tdx, dx. T
r r r

%) Dieses hier gewdhlte Beweisverfahren besitzt den Vorzug, dafi es den
engen Zusammenhang der Permutationen mit einer wichtigen Klasse -allgemeiner
Transformationen der Matrizen erkennen 1l48t. Die Richtigkeit des fraglichen
Satzes kann jedoch auch unmittelbar aus der Bemerkung gefolgert werden, daff
in den Definitionen der Gleichheit sowie der Addition und Multiplikation
von Matrizen kein Gebrauch von Ordnungsbeziehungen zwischen den Zeilen bzw.
Spalten gemacht wird.
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schieden sind, wenn & == k, = ky, also n = m ist. Mithin ist p die
Reziproke von p: . _
p=p"

Sei nun g eine beliebige Matrix, so ist
pa = (kEp (m k)a(km)) — (“(kmm))

eine Matrix, die aus g durch die Permutation <n> der Zeilen entsteht.
n

und ebenso ist
ap !l = (Samiyp@ m)) == (a (@, ky))
%

die durch Permutieren der Kolonnen entstehende Matrix. KEin und die-
selbe Permutation auf Zeilen und Kolonnen angewandt, liefert also die
Matrix

"= pap .
Hieraus folgt ohne weiteres:
a+b=patbp'="(@-+>h),
ab =pabp! = (ab),
womit unsere Behauptung bewiesen ist.

Man sieht also, daf durch Matrizengleichungen irgend eine Reihen-
folge oder Rangordnung der Elemente niemals bestimmt werden kann.

Ubrigens gilt offenbar der viel allgemeinere Satz, daB jede Matrizen-
gleichung invariant ist gegen Transformationen der Form

a = bab™
wo b eine beliebige Matrix bedeutet. Wir werden freilich spiter sehen.
daB dies fiir Matrizen-Ditferentialgleichungen nicht mehr ohne weiteres
richtig ist.
Kapitel II. Dynamik.

§3. Die Grundgesetze. Das dynamische System ist zn
beschreiben durch die Koordinate g und den Impuls p. Sie sollen
als Matrizen

qg= (q (n.m) e27zz‘v('nm)t), p = (P (nm) ez:zir(nm)t) (24)
angesetzt werden. Darin bedeuten die v(nm) die quantentheoretischen
Frequenzen, welche den Ubergingen zwischen den Zustinden mit den
Quantenzahlen % und m zugehoren. Die Matrizen (24) sollen
Hermitesche sein, d. h. bei Transposition der Matrizen soll jede
Komponente in ihren konjugierten Wert iibergehen, und zwar soll das
tiir alle reellen ¢ gelten. Wir haben also

4 (rm) g (mn) = |g(nm) P (25)

und y(nm) =— — v (mn). (26)
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Ist g eine kartesische Koordinate, so ist die Grofle (25) maBgebend
fiir die Wahrscheinlichkeiten?) der Uberginge n —> m.
‘Wir wollen weiter fordern, daf
v ) + (k) + v () = 0 @7)
ist. Mit (26) zusammen kann das so ausgedriickt werden: Es gibt
Groflen W, so daB
hvnm) — W, — W, (28)
wird.
Daraus folgt, mit (2), (3), daB eine Iunktion g(p q) stets wieder
die Form
g = (9 (nm)e2niramy) (29)
erhilt, und zwar geht dabei die Matrix (g (nm)) durch eben denselben
ProzeB aus den Matrizen (q (nm)), (p(#m)) hervor, durch den g aus g, p
erhalten wurde. Wir konnen deshalb statt der von nun an aufzugebenden
Darstellung (24) die kiirzere Schreibweise

q = (¢(nm)), p == (p (nm)) (30)

wihlen.
Als zeitliche Ableitung der Matrix g — (g(wm)) erhalten
wir, indem wir uns noch einmal an (24) bzw. (29) erinnern, die Matrix

g = 2xi(v(nm) g (nm)). (31)

Wenn, wie wir annehmen wollen, v(nm) 3= 0 fir » == m isb, so

bedeutet g = 0, daB g eine Diagonalmatrix mit g(nm) = &,,g(nn) ist.

Eine Differentialgleichung g — @& ist invariant gegen den Prozel,

bei dem Zeilen und Kolonnen aller Matrizen sowie die Zahlen W, derselben

Permutation unterworfen werden. Um dies einzusehen, betrachten wir
die Diagonalmatrix

W = 8uW);

dann ist

Wg = (% O Wyg(km)) = (W g (nm)),

gW = (Ek 9 E) O W) == (W, g (nm)),
also nach (31)
2mi

g =5 (W Wagom) = 2 g — gW).

Ist nun p eine Permutationsmatrix, so ist die Transformierte

W = PMIP~I == (BnanWnk)

1) Siehe hierzu §8.
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die Diagonalmatrix mit den permutierten W, in der Diagonale. Man
hat daher

pgp = -%fff(w’g’ —gW) =g,
wo g = pgp~ ' ist und g' die nach der Regel (31) mit permutierten W,
gebildete zeitliche Ableitung von g’ bedeutet.

Die Zeilen und Kolonnen von g erleiden also dieselbe Permutation
wie die von g, und darans folgt unsere Behauptung.

Zu beachten ist, daB ein entsprechender Satz fiir beliebige Trans-
formation der Form g = bap~! nicht gilt; denn bei solchen ist W'
nicht mehr Diagonalmatrix. Trotz dieser Schwierigkeit scheint uns ein
genanes Studium dieser allgemeinen Transformationen uneriaBlich, weil es
Einblick in die tieferen Zusammenhinge der nenen Theorie verspricht; wir
werden spiiter darauf zuriickkommen ?).

Fiir den Fall einer Hamiltonschen Funktion der Gestalt

1
H = ﬂPQ +U(q)
werden wir mit Heisenberg annehmen, daf die Bewegungs-
gleichungen ebenso wie die klassischen launten. so daf wir mit der
Svmbolik von § 2 schreiben kinnen:

d_dH_‘ 1p

=~

. oM ou (32)
P=—9q= "dq

Es soll versueht werden, durch eine korrespondenzmiifiige Betrachtung
auch fiir den allgemeinen Fall einer beliebigen Hamiltonschen Funktion
H(pq) 7ugehirige Bewegungsgleichungen zu bestimmen. Das ist er-
forderlich in Riicksicht auf die’relativistische Mechanik und besonders
auf die Behandlung der Bewegung von RElektronen unter Mitwirkung
magnetischer Felder. Denn in letzterem Falle kann die Funktion H bei
kartesischen Koordinaten nicht mehr dargestellt werden als Summe
zweier Funktionen, deren eine nur von den Impulsen und deren andere
nur vou den Koordinaten abhéngt.

Klassisch sind die Bewegungsgleichungen abzuleiten aus dem
Wirkungsprinzip

‘.Ldt = | Ipgq— H(pg)} dt = Extremum. (33)

fo i

1) Vgl. die demnichst erscheinende Fortsetzung dieser Arbeit.
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Denken wir uns darin dié¢ Fourierentwicklung von I eingesetzt und
nehmen wir den Zeitabschnitt ¢, — {, hinreichend grof, so wird nur das
konstante Glied von L einen Beitrag zum Integral liefern. Die Form,
welche das Wirkungsprinzip damit erhilt, legt folgende Ubertragung
in die Quantenmechanik nahe;:

Die Diagonalsumme D (L) = >, L (k%) soll zum Extremum

k

gemacht werden:

DLy =D(pg— H(pq) = Extremum, (34)
und zwar durch geeignete Wahl von p und g bei festgehaltenen
v (1 m).

Man erhilt also, indem man die Ableitungen von D (L) nach den
Elementen von p und g gleich Null setzt, die Bewegungsgleichungen

2miv(nm)gnm) = %,
; 0D
2xiv(mn)p(mn) = aq(i/;%.

Nach (26),(81) und (16) erkennt man, dafi diese Bewegungsgleichungen
allgemein in der kanonischen Gestalt

oH

i
P—="7 q

geschrieben werden konnen.

Als Quantenbedingung verwendet Heisenberg eine von Thomas?)
und Kuhn?) aufgestellte Beziehung. Die Gleichung

1
7= $rdg = [pia
0

der .klassischen* Quantentheorie kann, wenn man die Fourierentwicklung
von p und ¢

o0 o
23 p— 2 EEVTL
py = EP&Z”“”: q = EQ'ﬂf Ve

T = — 00 T == —o0

heranzieht, umgeformt werden in

o 0 .
1 = 271 2 T ij (Qr.'p—'r>' (3")

1y W. Thomas, Naturw, 18, 627, 1925.
%) W. Kuhn, Z3. f. Phys. 33, 408, 1925.
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Ist dabei p — mg, so konnen die p, durch die ¢, ausgedriickt
werden, und man erhilt so diejenige klassische Gleichung, deren korre-
spondenzmifige Umformung in eine Differenzengleichung die Beziehung
von Thomas und Kuhn ergibt. Da hier die Voranssetzung p =— mg
picht gemacht werden soll, miissen wir die Gleichung (36) unmittelbar
in eine Differenzengleichung iibersetzen.

Es soll korrespondieren

oo . 1 =]

1;:8%(%1;_,) it ﬁ-z_z—iq(1z+t,n)p(az,n+t) — g(n,n—1)p(H—17,n));
dabei sind rechts diejenigen g(nm), p(nm), die einen negativen Index
erhalten, gleich Null zu setzen. Dadurch erhalten wir als korrespondenz-

m#bige Umformung von (36) die Quantenbedingung
h -
Z (p(nk)q(lm)—q(nk)p(kn))‘: S 37)

> b2
Das sind unendlich viele Gleichungen, nidmlich je eine fiir jedes n.
Fir p = mq ergibt das insbesondere

2 v(kn)|gmk)

k

e h
Sxtm

was, wie leicht festzustellen, mit der Heisenbergschen Form der
Quantenbedingung bzw. der Thomas-Kuhnschen Gleichung tiberein-
stimmt. (37) mub als die sachgemife Verallgemeinerung dieser Gleichung
angesehen werden.

Ubrigens erkennt man aus (37), daB die Diagonalsumme D ( Pq
notwendig unendlich wird. Denn sonst wiirde auns (10) folgen D(pq)
— D(gp) = 0, wihrend (37) zu D(pq) — D(gp) = = fithrt. Die
betrachteten Matrizen sind also niemals endlich?).

§4. Folgerungen. Energie- und Frequenzsatz. Mit den
Aufstellungen des vorigen Paragraphen sind die Grundgesetze der neuner
Mechanik vollstindig gegeben. Alle sonstigen Gesetze der Quanten-
mechanik, denen Allgemeingiiltigkeit zugesprochen werden soll, miissen
aus ihnen heraus zu beweisen sein. Als solche zu beweisende Sitze
kommen in erster Linie in Betracht der Energiesatz und die Bohrsche
Frequenzbedingung. Der Energiesatz besagt, da, wenn H die Energie
ist, H =0 wird, oder daf /H eine Diagonalmatrix ist. Die Diagonal-

1) Auch gehéren sie nicht zu der von den Mathematikern bislang fast aus-
schlieBlich betrachteten Klasse der ,beschrinkten“ unendlichen Matrizen.
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glieder H (n») von H werden dann nach Heisenberg als Energieen der
verschiedenen Zustinde des Systems gedeutet, und die Bohrsche
Frequenzbedingung fordert
v (nm) = H(nn) — H(mw),
oder
W, == H(nn) 4 konst.
Wir betrachten die Grole
= pg—4qp
Nach (11), (835) wird
d=pq+pg—qgp—qp
_ 0H OH 0H OH
~99g ag?Pap T 0p”

Nach (22), (23) ist also d — 0 und d eine Diagonalmatrix. Die
Diagonalglieder von o sind aber gerade durch die Quantenbedingung (37)
festgelegt. Zusammenfassend erhalten wir unter Benutzung der durch
(6) definierten Einheitsmatrix 7 die Gleichung

h
2mi

Pqg—qp = 51, (38)

die wir die ,verschirite Quantenbedingung® nennen und auf der
alle weiteren Schliisse beruhen.

Aus der Form dieser Gleichung ist zu entnehmen: Wird aus (38)
eine Gleichung (4) abgeleitet, so bleibt (4) richtig, wenn man p mit g
vertauscht und gleichzeitig & durch — & ersetzt. Deshalb braucht z. B.
von den Gleichungen

h
pnq — qpn,+ nﬁpﬂ_lr (39)

h aq’
qnp :Pqn__nﬁqn—l (39)

nur eine aus (38) bewiesen zu werden, was durch Induktion leicht aus-
zufithren ist.

Wir wollen jetzt Energie- und Frequenzsatz, wie sie oben aus-
gesprochen wurden, zunichst beweisen fiir den Fall

H = H1 P + Hz(q)'

Nach den Ausfihrungen von §1 kénnen hierin M, (p) wnd H,(q)
formal durch Potenzsummen

H, = Eﬂsp'ﬁ H, = 2’&-4’*
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ersetzt werden. Die Formeln (39), (39') lassen dann erkennen, daf

B oH
H q— yH = 7—75_@ T: ‘
2 P
B OH J (40)
Hp—pPH = —15idq
wird, und der Vergleich mit den Bewegungsgleichungen (35) liefert
. ZM
g = —-Hg—qH)
(41)

. 2
p= m(HP —pH).

Wird nun die Matrix H g— gH kurz m1t g 1 bezeichnet, so gilt
|

H H
lab = [a1p+alf: @)
daraus ist aber allgemein fiir g = g(p q)
S g| g —gH) (43)

zu folgern. Denn man braucht zum Beweise nur g vermittelst (11),

H! vermittelst (42) als

(11" als Funktion von p, g und p, g, sowie

Funktion von p, g uud i;’ ) ausgerechnet und dann (41) angewandt

zu denken. Setzt man in (43) -insbesondere g — H, so erhilt man

H = o. (44)
Nachdem somit der Energiesatz bewiesen und A als Diagonalmatrix
erkannt ist, erhalt (41) die Gestalt
hiy (nm) g (nm) = (H (nn) — H (mm)) g (nm),
hoy (nm)p (nm) = (H (nn) — H (mm))p (nm),
woraus die Frequenzbedingung folgt.
(Gehen wir nun zu allgemeineren Hamiltonschen Funktionen
H* = H¥(pq) iiber, so erkennt man leicht an Beispielen, wie etwa
H* = p?*q, daB im allgemeinen nicht mehr Af* — 0 wird. Man sieht
jedoch, daB die Hamiltonsche Funktion H = ; (p*q + g p®) dieselben
Bewegungsgleichungen wie /H* liefert und daf / wieder gleich Null
wird. Wir sprechen danach FEnergie- und Frequenzsatz folgender-
maflen aus: Zu jeder Funktion H* = H*(pgqg) gibt es eine
Funktion H= H(pgq), so daff H* und H als Hamiltonsclhe
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Funktionen dieselben Bewegungsgleichungen liefern und
dall M fiir diese Bewegungsgleichungen die Rolle der
zeitlich konstanten, die Frequenzbedingung erfiillenden
Energie ibernimmt.
Nach den oben durchgefiihrten Uberlegungen geniigt es, zu zeigen,
daB die anzugebende Funktion A aufer
O0H _oH* O0H  oH*
op ~ 0p’ g~ 0g
noch die Gleichungen (40) befriedigt. Nach § 1 ist A* formal als Summe
von Potenzprodukten in p und q darzustellen, und wegen der Linearitit
der Gleichungen (40), (45) in M, H* werden wir einfach fir jeden
einzelnen Summanden in /¥ den entsprechenden Summanden in A an-

45)

zugeben haben. Wir brauchen also nur den Fall

k
H* = Hl( piqi) (45)
j=

zu betrachten. Nach den Bemerkungen von § 2 sind die Gleichungen (43)
zu erfilllen, indem A als Linearform derjenigen Potenzprodukte in p, g
angesetzt wird, welche aus A* durch zyklische Vertauschungen der
Faktoren entstehen; dabei muf pur die Summe der Koeffizienten gleich
1 gehalten werden. Weniger leicht beantwortet sich die ¥rage, wie
diese Koeffizienten zu wahlen sind, damit auch die Gleichungen (40)
erfiillt werden. KEs moge gentigen, hier den Fall & — 1, also

. H*=pq (47
zu erledigen.

Die Formel (89) kann verallgemeinert werden zut)

h »
prqt— qrpn = m— Z qn—l—lpm—ﬂql' (48)
=0

n—1
2mi

Fir » = 1 ist das wieder (39); allgemein folgt (48) daraus, daB
wegen (39)

pm.qn+l — qn+lpm — (pm qn _ qnpm)q + m

qnpm +1

2mi

1) Eine andere Verallgemeinerung wird gegeben durch die Formeln

m,n X
[ 1 ””) (’l) (L)J n—J pm—j

m, n B\J
2o -y m> (77') (7:‘_1)'7 m—j n—j
7P ‘z()-"(j il\emi) P79

worin j bis zur kleineren der Zahlen i, 5 wichst.
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wird. Vertauschung von p und g mit Vorzeichenwechsel von 7 ergibt
die neue ¥ormel

m—1
P g — g pr =1 Zgﬁ §0 prlT gt lpl (48)
Vergleich mit (48) liefert
1 < 1< o
oy DIV Al I (49)
1==0 j=0
Wir behaupten nun: Zu H* nach (47) gehort
1 < -
= ) 2 PP lg ph (50)
1=0

Beweisen miissen wir nur (40), wobei wir uns an Formel (18") aus
§ 2 zu erinnern haben.
Nun wird nach (50)
Hp—pH :sj—l gpri—p*iq)
und nach (48) ist das gleichbedeutend mit der unteren Gleichung (40).
Unter Benutzung von (49) erbalten wir ferner

Hq—qH = ﬁ;l‘(psq’“—q"“p%
was nach (48) mit der oberen Gleichung (40) gleichwertig ist. Damit
ist der verlangte Beweis vollstindig gefithrt.

Wahrend in der klassischen Mechanik die Energiekonstanz H — 0
unmittelbar aus den kanomischen Gleichungen abgelesen werden kann,
liegt der Energiesatz H = 0 der. Quantenmechanik, wie man sieht, viel
weniger an der Oberfliche.

Wie weit seine Beweisharkeit aus den gemachten Voraussetzungen
davon entfernt ist, frivial zu sein, erkennt man, wenn man in engerer
Anlehnung an das klassische Beweisverfahren die Konstanz von ff einfach
durch Ausrechnen von H zu beweisen sucht. Man hat zu diesem Zweck
zuniichst vermittelst (11), (11) H als Funktion von p, g und p, g dar-
zustellen, worauf fiir p, ¢ die Werte — %lqi, g—g einzufithren sind. Das
ergibt #/ als Funktion von p und g. Die Gleichung (38) bzw. die dar-
aus abgeleiteten, in der Fuinote Seite 873 mitgeteilten Formeln erlauben,
diese Funktion in eine Summe von Gliedern ap* g” umzurechnen, und zu
beweisen ist, daB der Koeffizient ¢ jedes solchen Gliedes verschwindet.
Diese Rechnung wird fiir den allgemeinsten oben in anderer Weise
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erledigten Fall so iiberaus verwickelt!), dal sie kaum durchfithrbar
scheint. Wenn trotzdem Energie- und Frequenzsatz in so allgemeinem
Umfange bewiesen werden konnten, so scheint uns das eine starke Stiitze
tiir die Hoffnung zu bieten, daf diese Theorie wirklich tiefe physikalische
Gesetze erfalt.

Zum SchluB sei hier noch ein Ergebnis verzeichnet, das aus den
Formeln dieses Paragraphen leicht zu entnehmen ist: Die Glei-
chungen (35), (37) kénnen ersetzt werden durch (38) und (44)
(wo H die Energie bedeutet); die Frequenzen sind dabel aus der
Frequenzbedingung zu bestimmen.

Auf die wichtigen Anwendungen, welche dieser Satz gestattet,
gehen wir in der Fortsetzung dieser Arbeit ein.

Kapitel TII.  Untersuchung des anharmonischen Oszillators.

Der anharmonische Oszillator mit
1 ol 1 o
H=3p+3¢+ziq (31)

ist bereits von Heisenberg eingehend betrachtet worden. Trotzdem
soll ihm hier eine erneute Untersuchung gewidmet werden, und zwar mit
dem Ziel, die allgemeinste Losung der Grundgleichungen fiir diesen
Fall festzustellen. Wenn die Grundgleichungen der Theorie wirklich
vollstindig sind und keiner Erginzung mehr bediirfen, so werden die
Absolutwerte | g (nm)|, |p(nm)| der Komponenten von g und p durch
sie eindeutig festgelegt sein miissen, und es wird wichtig sein, dies am
Beispiel (51) zu priifen. Dagegen ist zu erwarten, dal beziiglich der
Phasen qum ¥nm in

q(nm) = |q(nm) [e“f”m,
p(nm) = |pnm)] ¢ Ynm
noch eine Unbestimmtheit bestehen bleibt. Fir die Statistik z. B. der

Wechselwirkung von Quantenatomen mit duleren Strahlungsfeldern wird

es von grundlegender Bedeutung sein, den Grad dieser Unbestimmtheit
genau festzulegen.

§ 5. Harmonischer Oszillator. Der Ausgangspunkt unserer
Uberlegungen ist die Theorie des harmonischen Oszillators; fiir kleine A

1
¥ Fiir den Fall H — ﬁpﬁ—f— {(q) kann sie mit Hilfe von (39') sofort
ausgefiihrt werden.
Zeitschrift fiir Physik, Bd. XXXIV. 58
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kann man die Bewegung nach Gleichung (51) als Stérung der harmeo-
nischen Schwingung mit der Energie

2
H=3p+%g (52)
auffassen.

Auch bei diesem einfachen Problem ist eine Erginzung der Heisen-
bergschen Betrachtungen notwendig. Dieser entnimmt einer Korre-
spondenziiberlegung eine wesentliche Aussage iiber die Form der Losung:
da namlich klassisch nur eine harmonische Komponente vorhanden ist,
setzt Heisenberg eine Matrix an, die nur Ubergiinge zwischen Nachbar-
zustidnden darstellt, also die Form hat

0 g 6 0 O...
g 0 ¢ 0 0...
0 ¢ 0 ¢ 0 ...

(83)

Unser Bestreben ist, die ganze Theorie selbstindig aufzubaueu, ohne aus
der klassischen Theorie Hilfe auf Grund des Korrespondenzprinzips her-
anzuholen. Daher werden wir untersuchen, ob sich nicht die Form (53)
der Matrix aus den Grundgleichungen selbst ableiten l48t, bzw., wenn
das nicht geht, welche Zusatzforderungen zu stellen sind.

Man sieht ohne weiteres aus dem in § 3 iiber die Invarianz gegen
Permutationen vou Zeilen und Kolonnen Gesagten, daf die exakte Form
der Matrix (53) niemals aus den Grundgleichungen erschlossen werden
kann; denn vertauscht man Zeilen und Kolonnen in gleicher Weise, so
bleiben die kanonischen Gleichungen und die Quantenbedingung invariant,
also hat man damit eine neue, scheinbar verschiedene Losung gefunden.
Aber alle diese Losungen sind natiirlich nur der Schreibweise, d. b. der
Numerierung der Elemente nach verschieden. Wir wollen beweisen, daf
durch eine blofe Umnumerierung der Elemente die Losung stets auf die
Form (53) gebracht werden kann. Die Bewegungsgleichung

a + coé’ qg= 0 (54)
lautet fiir die Elemente:
(P(m) — vl q (nm) = 0, (55)

o' = 2my,, hv(nm) = W,— W,

Aus der verschirften Quantenbedingung

F
pq~qp:—b.7 (56)

2mi
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folgt, daf zu jedem # ein »' existieren muB, so daB g(nn") 3= O ist;
denn gibe es ein m, fiir das alle g(nn') = O wiren, so wire das nte
Diagonalglied von pg— gp gleich Null, was der Quantenbedingung
widerspricht. Danach ergibt (558), daf stets ein »’ existiert, fiir das

l W, — Wr’n’l = hy,
ist. Da wir aber in unseren Grundprinzipien angenommen haben, daf
fir n o= m immer W, = W, ist, so konnen hdchstens zwei solche
Indizes, »' und w»"”, existieren; denn die zugehbrigen W,, W, sind
Losungen der quadratischen Gleichung

(VVn - x)g = I 7/3;
wenn wirklich zwei solche Indizes n', »" existieren, folgt fiir die zuge-
hirigen Frequenzen

v(rn) — —vnn"). (b7)
Nunmehr wird aus (56)

%v(kn)]q(nk) P=v@n){|lgnn)f—|gnn)]?} = §}—:~t§, (58)

und die Energie (52) wird:

Hmm) = 347> {(—vmkyv(Em)gnk)g(em) + v q(nk)q(km))
%

= 2a* > q (k) g (km) {v; —v(nk)v(km))}.
P)
Insbesondere gilt fiir m = n:
Hmn) = W, = 422 v} (lamn) " 4+ |g@mn") ). (69)

Es sind nun weiter drei Fille méglich:

a) Es gibt kein #” und es ist W, > W,;

b) es gibt kein #” und es ist W, < W,;

c) es gibt n”.

Im Falle b) betrachten wir statt # jetzt n'; zu diesem gehoren
hochstens zwei Indizes (#")' und (»")”, und von diesen mul einer gleich n
sein. Damit kommen wir auf einen der Fille a) oder ¢) zuriick und
konnen deshalb b) fortlassen.

Im Falle a) wird » (n'n) = -} v, und aus (38) folgt:

vy-|q(nn) P = 8—};5, (60)
also nach (59):
Wy = H(nn) = 4a’vl|qnn)|* = jy, b
Wegen der Voraussetzung W, 9= W, fiir » 5= m gibt es also hochstens
einen Index n — n,, fir den der Fall a) vorliegt.

58*
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Wenn ein solches n, existiert, konnen wir eine Reihe von Zahlen
Ny Ny My g ...
angeben derart, daB
. (’I’Lk)’ == Ny +1 und Wk + 1> Wk-
Dann ist jedesmal .,
(”k—{— 1) = Ny

Also wird filr k> 0 aus (58) und (59):
Hmeny) = 4 vd {|q O mp 1 )P+ | @0 m— 0|2}, (61)
1h = 47y {|g (g, mey D — | 4 (e 1) [*}- (62)

Aus (60) und (62) folgt
h

2
8x’y,

(k4 1), (63)

L (e mes 1) P =

und dann aus (61)
Wo, = H (s, m) = voh (k + ). (64)

Nun wollen wir noch sehen, ob es moglich ist, daB es kein » gibt,
fiir das der Fall a) gilt. Wir kénnen dann, mit beliebigem n, anfangend,
ng == n, und ng = n_ bilden; zu jedem von diesen wieder n; = n,,
ny == ny und n_y = ny, n; = n_p usw. Auf diese Weise erhalten
wir eine Zahlenreihe

oM By Ny Ny By - (65)
und es gelten die Gleichungen (61), (62) fiir jedes k zwischen — oo
und -+ oc. Das ist aber unmioglich; denn nach (62) bilden die Grofien
#p = | g (g1, mp) |* eine dquidistante Zahlenreihe, und da sie positiv
sind, muB es eine kleinste geben. Den entsprechenden Index konnen wir
wieder mit #, bezeichnen und kommen damit auf den vorigen Fall zu-
riick; es gelten also auch hier die Formeln (63), (64).

Man sieht ferner: jede Zahl » mul unter den Zahlen %, enthalten
sein; denn sonst kénnte man mit » als Ausgangsgliede eine neue Reihe (65)
bilden, wobei wieder die Formel (60) gilt. Die Ausgangsglieder beider
Reihen hétten also dieselben Werte W, — H (nn), was unmoglich ist.

Damit ist der Beweis gefithrt, dab die Indizes 0,1,2,3 ... so in
eine neue Reihenfolge ny, n,, ny, n, umgeordnet werden kinnen, daf
die Formeln (63), (64) gelten; in diesen neuen Indizes hat dann die
Liosung die Heisenbergsche Form (53). Diese erscheint also als
,Normalform# der allgemeinen Losung. Sie hat nach (64) die Eigen-
schaft, daB

W”k +1 > Wnk'
Fordert man umgekehrt, da W, — H (nn) mit #» stets wachsen soll,
8o wird notwendig m, = k; dieses Prinzip legt also die Normalform
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eindeutig fest. Aber hierdurch wird nur die Schreibweise fixiert und die
Rechnung iibersichtlicher gestaltet; physikalisch ist nichts Neues da-
durch gegeben.

Darin liegt ein tiefer Unterschied gegeniiber der bisher gebriuch-
lichen halbklassischen Bestimmung der stationdren Zustinde. Die
klassisch berechneten Bahnen schlieflen sich kontinuierlich aneinander,
wodurch auch in die nachtriglich ausgesonderten Quantenbahnen von
vornherein eine bestimmte Rejhenfolge kommt. Die neue Mechanik stellt
sich als wahre Diskontinuumstheorie dar, indem hier von solcher durch
den physikalischen Vorgang definierten Reihenfolge der Quantenzustinde
keine Rede ist, sondern die Quantenzahlen wirklich nichts sind als unter-
scheidende Indizes, die man nach irgendwelchen praktischen Gesichts-
punkten (z. B. nach wachsender Energie W,) ordnen und normieren kann,

§ 6. Anharmonischer Oszillator. Die Bewegungsgleichungen

gt+olqg+ig =0 (66)
geben zusammen mit der Quantenbedingung folgendes Gleichungssystem

fiir die Elemente:

(02 — 0* (nm)) g(nm) + 4 S q(nk) q (km) = 0, ]
k

Seenehatn=—p. |
Wir suchen es durch Reihenentwicklungen
omm) = & mm) + LoD @mm) - 12e0@ @mm) -+ ... | (69)
g (nm) = ¢ (nm) + 4 g0 (nm) + 12 ¢ (nm) + ... }

zu losen.
Fir 2 = O hat man den im vorigen Paragraphen behandelten Fall
des harmonischen Oszillators; wir schreiben die Losung (53) in der Form

q° (nm) == OO, m—1+ OO 1, 1 (69)
wo das Uberstreichen die konjugiert-komplexe Grofe bezeichnen soll.

Bildet man das Quadrat und hohere Potenzen der Matrix g° = (¢°(nm)),
so treten Matrizen von dhnlicher Form auf, nimlich Summen von (fliedern

(‘E);ﬂ?z = gn 817,, m=—p + Em on —p, m (70)
Daher liegt es npahe, die Losung in der Form
@ (nm) = (@um, l

4D (nm) = @)n + @),

g (nm) == (”)?wn + (x')fflm { (71)
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anzusetzen, wobei immer ungerade und gerade Werte des Index p ab
wechseln.
In der Tat, setzt man das in die Niherungsgleichungen

(05 — @ (nm)*) g0 (nm) — 2 @° (nm) @D (nm) ¢° (nm) )
+ % g, (n k) ¢° (km) = 0,
> {0 (k) (¢° (0 k) qO(Fn) + ¢ (nk) ¢° (k)
k + @®(nk) ¢° (nk) ¢° (kn)} = O,
(005 — 00° (nm)?) ¢ (nm) — 2 @® (nm) @D (nm) gV (1 m)
— (0@ (nm)?* 4 2 0° (nm) @@ (nm)) ¢° (nm)
+ ; (4" (n k) g (km) 4 gM (k) ¢° (km)) = 0,
> (@ (k) (g° (0 F) g@ (b m) + g0 (n k) g (km)
‘ + 4@ (1 k) ¢° (hm)) + 0@ m k) (¢° (n k) g® (km)
+ O ®k) ¢ (km)) + @@ (k) ¢° (nk) ¢ (km) | = 0
ein und beachtet die Multiplikatioilsregel
% Lm OB, = Ry nypniptabntmtpOnm—p—y

| (72)
|

At (73)

+'Q'n,n+p,n+p——q §n'ﬁn+p—q6n,m»p+q (74:)
+ Lnn—pn—ptgbn—pfMu—pOnmip—q
+ Rnn—pn—p-q&n—pM—p—aqOnmipto
so sieht man, indem man die Faktoren von &, , _, einzeln Null setzt,
daB sich durch den Ansatz (71) alle Bedingungen gerade erfiillen lassen
und daB hohere Glieder in (71) identisch verschwinden wiirden.
Im einzelnen gibt die Rechnung folgendes:
Die erste der Gleichungen (72) liefert nach Finsetzen der Aus-
driicke (71):

Zwoﬂwn + |a‘n|2 + ‘“’n——l]2 = 0, I

—3m3wn'+“'1zan+l = 0, ‘ (75)

wicl,)n —1=20,

die zweite ist identisch erfilllt. Man hat also:
. ian|2+[a’n-—l‘2

= lnl el
o (76)

,1';, —_ Ay Oy 41 . ]

3wl
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Die erste der Gleichungen (73) liefert:

p @ _ )
Zm()anwn,'n+1 + 2ay,m, +1+ 26,5, +a, 12,1+ an+lx;1 =0,

_8&73!/;1 + anw;,,+1 +an+2w;1 —_ 01 (77)
1) 0

Oy 'y —2—
die zweite Gleichung ist nicht identisch erfiillt, sondern liefert eine Be-

stimmungsgleichung fiir ¢,

ay Yn + anyn‘“n—l?_/n—l—‘an-—lyn~l —}—2':&'"2—2!:0;5_2'2 ]

2 2 7
__w;,)n+l|a |2_m$%)n_l 4y 1 = 0 (78)
o, " o, "
Die Lisung lautet:
2 1
Wsl,)nﬁ-l == P ('“n+1|2 + l“n—l |2 + 3'“7;'2)1 l
0
(79)
y;:manan+lan+2' l
0
Setzt man ferner zur Abkiirzung
Nn = a’n??n —+ Uy Yn: (80)

50 bestimmt sich # aus der Gleichung

1 , 1 ‘
ﬂn_nn—l:E(Ianl4‘_|“n~ll4‘f"gl‘%!”“n-\—llg I
° | o

— 511 Flan—z ).

Die Ausdricke (76) und (79) zeigen, daf die Grofen w,, x,, v, sich
durch die Losung der nullten Niherung a, ausdriicken. Ihre Phasen sind
also durch die des harmonischen Oszillators festgelegt. Anders scheint
es bei der GroBe y, zu liegen; denn zwar ist 5, aus (81) eindeutig zu
bestimmen, aber dann 188t sich y, aus (80) nicht vollig festlegen. Hs ist
wahrscheinlich, daf bei der folgenden Niherung eine erginzende Be-
stimmungsgleichung fiir y, entsteht; wir miissen diese Frage hier offen
lassen, mtchten aber auf ihre prinzipielle Bedeutung fiir die Geschlossen-
heit der ganzen Theorie hinweisen. Denn es kommt fiir alle statistischen
Fragen durchaus darauf an, ob unsere Vermutung richtig ist, da8 von den
Phasen der ¢ (nm) eine in jeder Zeile (oder in jeder Kolonne) der Matrix
unbestimmt bleibt.

Zum Schlub wollen wir die expliziten Formeln angeben, die man
erhilt, wenn man die vorher (§ 5) gefundene Liésung des harmonischen
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Oszillators einsetzt. Diese lautet in der Normalform nach (63):
k k

a, = YC(n + 1) ¢ o, C:Mmo_m (82)
Damit erhilt man nach (76), (79), (81):
Ty = —~—9V(n + 1)+ 2) ¢ Gatomsn, (83)
V 3
P V(n+ D4 2) (1 + 3) & (#n+9nt1+9n42);
m(l)n—l = 0, ’ mstl,)n—Z = 0, 1
5 C (84)
1 = g o3 ]
also
- 11 C*
Nn — Yn—1 — _9_"&;3(2” + 1)1
— ~ 11 C?
Mo = OnYn + GpYn = ?w_g (n 4 1)
Setzt man y, == |y, | ¢ ¥n, so wird
N 11 c?
[ yn | co8 (@n — W) = 57 D] = V 1/ T+1* .(85)

Mehr 146t sich in dieser Niaherung iiber y, nlcht aussagen.

Wir wollen aber die Schlufformeln unter der Annahme y, — @,
ausschreiben. Dann lauten sie (bis anf Glieder von hoherer als zweiter
Ordnung in A):

5 C
onn—1)—=w, —A - —n-+ ...,
( AR (86)
o(mn—2) = 2a,+ ...;
C
g (1, 1) = ~A;§(2n—}—1)+.'..,
gmn—1) = ]/Cn('“l’n—1<1 + A2 ié Cn—.L >,

o 87)
g(n,n—2) = A Vn (m— 1) et Pn—1+90—-2) 4 .

ok
g, n—3) — A2 1‘; \/n(n Dn—2)e!(Pn—1t9Pn—2t9p—3) ..
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Wir haben auch die Energie direkt ausgerechnet und gefunden:

W, = hwo<n—f—%> 5 c <n(n+1) +30> .8

Die Frequenzbedingung ist in der Tat erfilllf, denn man hat mit Riick-
sicht auf (82):

2¢? h
Wyp— Wy == hyy— A% ¢ L ::\)Lw(n,n——l),
. 2
I/ .
Wy— Wy_z= 2hw,+ - :Q%a)(n,n——Z).

An die Formel (88) kann man mit Heisenberg die Bemerkung kniipfen,
daB schon in den Gliedern niederster Ordnung eine Abweichung von der
klassischen Theorie vorhanden ist, die man durch Einfilhrung einer ,halb-
zahligen“ Quantenzahl n' — % 4 1 formal beheben kann. Ubrigens
stimmen unsere Ausdriicke @ (#, » — 1) nach (86) und die klassischen
Frequenzen genau iiberein. Denn die klassische Energie ist?):

W(kl) . h'u n__)2. _3__§ 2+
0

also die klassische Frequenz:
1 oW 5 02

= gy n,n—1) :— (mgqu) - Wn(q—ul))
h

Wir haben schlieflich gepriift, dal der Ausdruck (88) auch aus der
Kramers-Bornschen Stérungsformel erhalten werden kann (bis auf die
additive Konstante).

Kapitel IV. Bemerkungen zur Elektrodynamik.

Nach Heisenberg sollen die Quadrate der Absolutwerte |g (nm)
der Elemente von g fiir den Fall, da§ ¢ kartesische Koordinate ist, maf-
gebend fiir die Sprungwahrscheinlichkeiten sein. Wir mochten
hier zum SchluB noch ausfithren, in welcher Weise diese Annahme aus
allgemeineren Uberlegungen heraus eine Begriindung erhalten kann. Not-
wendig ist dazu ein Eingehen auf die Frage, wie die Grundgleichungen
der Elektrodynamik im Sinne der neuen Theorie umzudeuten sind. Wir
mochten aber betonen, daf die hier mitgeteilten Uberlegungen nur vor-
lsufigen Charakter haben ; sie sollen unsere grundsitzliche Stellungnahme
zu der Aufgabe erkennen lassen. Eine ausfiihrliche Behandlung der hier

1) S. M. Born, Atommechanik (Berlin 1925), 4. Kapitel, §42, 8. 294; in der
Formel (6) ist g — 1/; zu setzen, um mit unserem Ansatz in Ubereinstimmung
zu kommen.
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auftretenden Fragen soll spiter gegeben werden, wobei vor allem das
Verhiltnis der dargelegten Theorie zur Theorie der Lichtquanten erdrtert
werden wird.

Wir wollen hier nur solche Punkte zur Sprache bringen, die ohne
Eingehen auf die exakte Form der Quantenbedingung fiir Systeme von
mehreren Freiheitsgraden gewonnen werden konnen. Daf man dabei in
der Elektrodynamik bereits ziemlich weit kommt, kann man durch fol-
gende Uberlegung einsehen. Der elektromagnetisch schwingende Hohl-
raum stellt ein System von unendlich vielen Freiheitsgraden dar.
Trotzdem reichen die in den vorangehenden Kapiteln entwickelten Grund-
sitze, die sich ja nur auf Systeme von einem Freiheitsgrad beziehen, zu
seiner Behandlung aus, weil er, nach Eigenschwingungen analysiert, in ein
System ungekoppelter Oszillatoren itbergeht. Es ist kaum ein Zweifel
moglich, wie man dieses System zu behandeln hat. Dabei erweist sich
der Umstand, daB die elekfromagnetischen Grundgleichungen linear sind
{Superpositionsprinzip), von besonderer Bedeutung; denn daraus folgt,
daB die Ersatz-Oszillatoren harmonisch sind, und gerade beim har-
monischen Oszillator besteht — im Gegensatz zum Verhalten anderer
Systeme — die Giiltigkeit des Energiesatzes unabhingig von der Quanten-
H=3p'+olq)
H=:pp+pp+tadq+aqq)

=10,(—qp—pqg-+Pq+4qp

0.

Man wird daher erwarten, daf in entsprechender Weise die Integralsitze
der Elektrodynamik des Vakuums (Energie- und Impulssatz) ganz all-
gemein aus den matrizenmifig umgedeuteten Maxwellschen Gleichungen
allein ohne Eingehen auf die Quantenbedingung zu gewinnen sind. Indem
wir dies zeigen, gewinnen wir zugleich das Mittel, die Heisenbergsche
Behauptung von der Bedeutung der |q(nm)[* zu begriinden.

§ 7. Maxwellsche Gleichungen, Energie- und Impulssatz.
Wir wollen verabreden, daB Vektoren; wie iiblich, stets durch deutsche
Buchstaben bezeichnet werden, wihrend die Unterscheidung von Zahlen
und Matrizen durch Schwach- wud Fettdruck beibehalten wird. Die
MaBeinheiten wihlen wir im Anschluf an das Lehrbuch von Abraham?).

Die elektromagnetischen Vorginge im Vakuum wird man darstellen
konnen als Superposition ebener Wellen. In einer solchen ebenen Welle

bedingung: Aus
folgt

[

1) M. Abraham, Thecrie der Elektrizitit, II. Leipzig 1914.
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werden wir die elektrische und die magnetische Feldstirke ¢, 9 als
Matrizen ansehen, deren Elemente harmonisch schwingende ebene Wellen
sind, also z. B. beil geeigneter Lage des Koordinatensystems

¢ — (@ (nm) e M”mm)(t_ﬁcc‘)). (89)

Freilich mub damit gerechnet werden, daf n, m sich im allgemeinen

nicht mehr aunf eine diskrete Menge von Werten beschrinken und auch

nicht mehr einzelne Zahlen, sondern Zahlensysteme (Vektoren) bezeichnen.

Die Maxwellschen Gleichungen wird man als Matrizengleichungen
beibehalten :

rot&——-i—(é:(i, rot@—i—%S'):O. (90)

Die Differentiationen nach x, 4, 2. ¢ sind dabei in jedem einzelnen Element
der Matrix ausgefithrt zu denken?).

Wir wollen nun den Energie-Impulssatz ableiten; dazu ist es not-
wendig, einige Bemerkungen iiber die Multiplikation von Matrizenvektoren
vorauszuschicken.

Wir definieren das skalare Produkt durch

das Vektorprodukt durch
[QI %]:r = QIy %z — %Iz %y- (92)

Da die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist, gelten die Be-
AB = BY, AB] = —[BY

im allgemeinen nicht.

ziehungen

Dagegen behaupten wir:

div [UB] = (ot U, B) — (A, rot B). (93)
Wir definieren nun die Enerdichte W (als skalare Matrix) durch
S 2
W= € +9 (94)

Dann wird nach (11)

8zl =CE+EE+9H+99,
und nach (90):

T — (@ ot ) + 10t H,6) — ($, 10t €) — (10t . ),

1) Unter Umstéinden ist eine andere Auffassung des elekiromagnetischen
Feldes erforderlich, bei der die riiumlichen Koordinaten nicht als Zahlen, sondern
selbst wieder als Matrizen erscheinen; das hat eine entsprechende Anderung der
Bedeutung der r#umlichen Differenzialquotienten in den Maxwellschen Glei-
chungen zur Folge. Wir kommen hierauf in der Fortsetzung der Arbeit zuriick.
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also nach (93) W+ dive = 0, (98)
wo & = 5 (EH—(HE. (96)

Das ist der Poyntingsche Satz fir die Matrizenelektrodynamik ;
S bedeutet den Strahlvektor.

In shnlicher Weise lifit sich der Impulssatz ableiten: Man -defi-
niert die Maxwellschen Spannungen durch:

Teo = g (€2 — 6 — ) + (91— 9} — 92,

(97)
1
und die Impulsdichte der Strahlung durch
1
g“—“gs—snc €H1—[9HE). (98)

Dann erhilt man durch shnliche Reohnung'

v dTa;:c a;7 0 xz

go = Uz 4 0o O, (99)

Natiirlich gewinnen diese Beziehungen an Ubersichtlichkeit, wenn
man die vierdimensionale Darstellungsweise der Relativitatstheorie benutzt.
Eine systematische Behandlung der vierdimensionalen Vektoranalysis und
der Relativititstheorie auf der Basis der Matrizentheorie mit ihrer nicht-
kommutativen Multiplikation soll an anderer Stelle gegeben werden.

§ 8. Kugelwellen. Strahlung eines Dipols. Indem wir
unser Zie], die Strahlung eines Oszillators zu berechnen, verfolgen, miissen
wir jetzt Kugelwellen ins Auge fassen.

Hierzu werden wir den Hertzschen Vektor 3 als Matrizenvektor
einfithren ; aus 3 gewinnt man € und §) vermoge der Gleichungen :

. 1 s .
€ — graddiv3 — -053, 9= % rot 3. (100)
In der klassischen Theorie ist fiir eine Kugelwelle 3 proportional mit

L ezniv(t_i).
7

Nun 146t sich bekanntlich dieser Ausdruck als Superposition ebener
Wellen schreiben ), ani Grund der Identitit

etr . % [ gues) .

1) Sjehe etwa P. Debye, Ann. d. Phys. 80, 755, 1909; Formel (7"), S.758.



Zur Quantenmechanik. 887

dabei ist v der Zahlenvektor vom Zentrum der Kugelwelle zum Auf-
punkt, 8 ein Einheitsvektor, dw = d8,d8,d8, Mithin 148t sich auch
in unserer Theorie aus ebenen Wellen, dargestellt durch Matrizen der
Form (89), mittels Integration iiber die Richtung der Wellennormale
die Darstellung einer Kugelwelle gewinnen:

62 7iv(nm) (t——%))

3:waﬂ . ; (102)

dabei stellt die Matrix ¢q = (¢q(nm)) das elektrische Moment dar, das
die Welle erregt.

Die Rechnungen, die von hier zur Bestimmung des elektromagne-
tischen Feldes und der Ausstrahlung fithren, sind dieselben wie in der
klassischen Theorie, da 1t als Zahlenvektor mit jeder Matrix vertauschbar

ist. Man erhilt el .
=—galid |
e 1 v | (108)
€ = a ﬁ[f [t q]] J
und daraus e 1 .
& = 4oy L) (104)

Die Integration iiber alle Raumrichtungen erfolgt in derselben Weise
wie in der klassischen Theorie. Das Resultat fiir die pro Sekunde aus-
gestrablte Energie lautet: 26 ..,

[&af = = (105)

Um die mittlere Ausstrahlung zu erhalten, hat man diesen Ausdruck
iiber die Zeit zu mitteln; dadurch entsteht die Diagonalmatrix:

2 «5’2 vy
EELE

Schwingt der Oszillator in einer festen Richtung, so kénnen wir den
Matrizenvektor q durch den Matrizenskalar g = (¢ (nm)) ersetzen; dann
wird die Ausstrahlung

26 o 32 ptel
LT = <2v(nk)4|q(nk)|ﬂ>- (107)
k

Wir kénnen hier noch keine vollstindige Theorie der Ausstrahlung
geben, aus der man zwangsliufig auf die Zuordnung der einzelnen Glieder
dieser Reihe zu den stationsren Zustinden schliefien konnte; denn dazu
wire eine genaue Untersuchung der Riickwirkung der Strahlung auf den
Oszillator nétig, also eine Theorie der Dampfung. Darauf werden wir
spater zuriickkommen. Hier wollen wir nur priifen, ob die Ausstrahlung
wirklich durch die GroBen |gq(nk)|® bestimmt wird; der Ausdruck (107)

(106)
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zeigt, dab das der Fall ist, aber zugleich sehen wir, daf die hingeschriebene
GroBe nicht die gesamte, von einem stationdiren Zustand ausgehende
spontane Strahlung ist. Denn die spontanen Uberginge erfolgen immer
nur nach Zustinden kleinerer Energie, oder beil geeigneter Numerierung
nach Zustiinden kleinerer Quantenzehl. Wir kiénnen nun in ganz formaler
Weise angeben, wie sich dieser Umstand in unserer Theorie ausdriicken
wird; dazu bilden wir nicht den Mittelwert, sondern die Diagonal-
summe der Strahlungsmatrix (105); das gibt

26 ..\ 32nte . )
1)(-3-—05.7)_—367”2701;(7;79) g (n ey (108)

Hier konnen wir rechter Hand umsummieren und schreiben:

64 b e?
%2(}; v(nk)*-lqu)lz)- (109)

n

Damit ist die gewiinschte Zuordnung erreicht: Zu jedem Zustand »
gehort die Strahlung, die den Ubergingen zu allen Zustinden k <n ent-
spricht, jede mit der aus der klassischen Theorie bekannten Intensitit.
Das stimmt mit der Erfahrung tiberein, wenn man voraussetzt, daf die
Indizes % nach wachsenden Energien W, geordnet sind.

Damit ist Heisenbergs Aunnahme in dem oben gekennzeichneten,
beschrinkten Sinne gerechtfertigt.

Es sei gleich hier betont, daf diese Feststellung beziiglich der
Sprungwahrscheinlichkeiten unabhingig ist von der Voraussetzung der
Nichtentartung des Systems, d. h. der Verschiedenheit aller W,. Zum
SchluB heben wir noch hervor, daB mit den Ubergangswahrscheinlich- -
keiten auch die statistischen Gewichte der Zustinde festgelegt
sind, und zwar mufi jedem der durch eine Zeile und Spalte bzw. ein
Diagonalglied von W gekennzeichneten Zustiinde das gleiche stafistische
Gewicht zugeschrieben werden. Dal dieses Ergebnis (in seiner Ver-
allgemeinerung auf Systeme von mehreren Freiheitsgraden) von selbst
auf das Grundprinzip der Bose-Einsteinschen Lichtquantenstatistik
fithrt, soll spiter erlautert werden.

Anmerkung bei der Korrektur Die angekiindigte Ver-
allgemeinerung der Theorie auf mehrere Freiheitsgrade ist inzwischen
gemeinsam mit Herrn W. Heisenberg ausgearbeitet worden und wird
in der Fortsetzung dieser Arbeit dargestellt werden. Dort werden auch
verschiedene schon hier beriihrte Punkte ausfiihrlicher erortert werden,
die inzwischen weiter geklirt werden konnten.




