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Zur Quantenmechanik.  

Von M. Born und P. Jordan in GSttingen. 

(Eingegangen am 27. September 1925.) 

Die kiirzlich yon He i senbe rg  gegebenen Ans~tze werden (zun~chst ffir Systeme 
von einem Freiheitsgrad) zu einer systematischen Theorie der Quantenmeehanik 
entwickelt. Das mathematische Hilfsmittel ist die ~[atrizenrechnung. Nachdem 
diese kurz dargestellt ist, werden die mechanisehen Bewegungsgleichungen aus 
einem Yariationsprinzip abgeleitet und der Beweis gefiihrt, daft auf Grund der 
t teisenbergsehen Quante.nbedingung der Energiesatz und die Bohrsche Frequenz- 
bedingung aus den meehanischen Gleichungen folgen. Am Beispiel des an- 
harmonischen Oszillators wird die Frage der Eindeutigkeit der LSsung und die 
Bedeutung der Phasen in den Partialschwingungen er5rter~. Den Sehlufl bildet 
ein Versuch, die Gesetze des elektromagnetischen Feldes der neuen Theorie ein- 

zuffigen. 

E i n l e i t u n g .  Die kfirzlich yon H e i s e n b e r g  1) in dieser Zeltschrlft 

mltgeteilten Ans~fze zu einer neuen Kinematlk und Mechanik, die den 

Grund~orderungen der Quantentheorie entsprechen, schelnen uns yon 

grol]er Tragweite zu seln. Sie bedeuten einen u den neuen Tat- 

sachen - -  start durch mehr oder wenlger kiinstliehe und gezwungene 

Anpassung der alten gewohnten Begriffe - -  durch die Schaffung eines 

neuen, wirklich angemessenen Begri~tssystems gerecht zu werden. H e i s e n -  

b e r g  hat  die physikalischen Gedanken, die ihn dabei geleitet haben, 

in so klarer Weise ausgesprochen, da~ ~ede erg~nzende B e m e r k u n g  

[iberfliisslg erseheint. Aber in ~ormaler, mathematlseher tIinsicht sind 

seine Betrachtungen, wie er selbst betont, erst im Anfangsstadium. Er  

hat  seine t typothesen nur an einfachen Beispielen erl~utert und ~st nicht 

zu einer allgemeinen Theorie vorgedrungen. Begiinstlgt dutch den Urn- 

stand, da~ wir seine T~Tberlegungen sehon in statu naseendi kennenlernen 

durften, haben wlr uns naeh Abschlul] seiner Untersuehungen bemfiht, 

den mathematiseh-formalen Gehalt selner Ans~t~e zu kl~ren, und legen 

hier einige unserer Ergebnisse vor. Sie zeigen, dad es tatsachlieh m~g- 

]ieh ist, au~ der yon H e i s e n b e r g  gegebenen Grundlage das Gebaude 

einer geschlossenen mathematisehen Theorie der Quantenmeehanik in 
merkwiirdlg enger Analoffle zur ]dassisehen Mechanik, doch unter Wah- 

rung der ffir die Quantenerseheinungen kennzeichnenden Z~ige zu errichten. 
Wir  beschr~nken nns dabei zun~chst mit  H e i s e n b e r g  auf Systeme 

yon e i n e m  F r e i h e i ~ s g r a d ,  yon denen wlr annehmen, daI~ sie - -  
klassisch gesprochen - -  p e r i o d i s c h  sind. Die Verallgemeinerung der 

1) W. Heisenberg ,  ZS. f. Phys. 33, 879, 1925. 
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mathematisehen Theorie auf Systeme yon beliebig vielen Freiheitsgraden 
sowie auf aperiodische Bewegungen wird uns in der 1~ortsetzung dleser 
Abhandlung beschaftigen. In wesentlicher Verallgemeinerung der H e i s en -  
bergschen Ansa~ze werden wir uns weder nut die Behandlung der nicht- 
relativistischen Meehanik, noch auf das Rechnen mit kartesischen Xo- 
ordinaten beschranken. Die einzige Beschrgnkung. die wir uns hinsichtlich 
der Koordinaten auferlegen, liegt darin, dal3 sich unsere Betrachtungen 
au~ L i b r a t i o n s k o o r d i n a t e n  beziehen, die in der klassisehen Theorie 
p e r i o d i s c h e  Funktionen der Zeit sind. Allerdings scheint es in manchen 
Fallen nahetiegend, andere Koordinaten zn benntzen~ beispielsweise beim 
Rotator den Drehwinkel qh der eine lineare Funktion der ZeJ~ wird. So 
is~ auch Heis  enb e r g bei seiner Behandlung des Rotators vorgegangen ; 
es runs jedoch dahingestel]t b]eiben, ob das dabei angewandte Verfahren 
yore Standpunkt eJner folgerJehtlgen Quantenmechanik aus gerechtfertigt 
werden kann. 

Die mathematische Grundlage der He isenbergsehen  Betrach~ung 
is~ das M u l t l p ] i k a t i o n s g e s e t z  der quanten~heoretisehen Gr01]en, da.~ 
er dutch eine geistreiche Xorrespondenzbe~rachtung erschlossen hat. Die 
Ausgestaltung seines Forma]ismns, die wlr bier geben, beruht auf der 
Bemerkung, dal~ diese Regel nichts ist, als da.s den Mathematikern wohl- 
bekannte Gesetz der Mul~ip l ika~ion  von Matr izen .  Das naeh zwei 
Seiten unendliche, quadratische Schema (mit diskre~en odor. kontlnuierlich 
lau~enden Indizes), die sogenamlte Ma t r ix ,  ist der Reprgsentant einer 
physikalisehen Gr0]3e, die in der klassischen Theorie als FunkGon der 
Zeit angegeben wird. Die mathematische Methode der neuen Quanten- 
meehanik is~ daher gekennzeichnet dutch Benutzang einer Matrize~l- 
a n a l y s i s  an Stelle der gew0hnlichen Zahlenanalysis. 

Mit dieser 'Methode haben wir bier die einfaehsten Fragen der 
Mechanik nnd ElektrodynamJk anzufassen versueht Ein dureh Korre- 
spondenzbetraehtungen nahege]egtes V a r i a t i o n s p r i n z i p  liefert fiir die 
a]Igemeinste Hamiltonsche Funktion Bewegungsgleichungen in 
eng'ster Analog'ie zu den klassischen kanonischen Gleichungen. Die 
Quantenbedingung zusammengefaSt mit einer aus den Bewegung's- 
gleichungen fliei]enden Relation erlaubt eine einfache Matrizensehreib- 
weise. 3Iit ihrer Hilfe geling~ der Bowels der Allgemeingti]tigkeJt 
des Ene rg i e sa t . z e s  und tier Bohrschen F r e q u e n z b e d i n g u n g  in 
dem yon H e i s e n b e r g  vermuteten Sinne, ein Beweis, den er aueh ftir 
die einfachen, yon ihm behandelten Beispiele nieht volls~gndig f~ihr,,n 
konnte. :A_uf eines dieser Beispiele kommen wit dann ausftihrlicher 
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zuriick, um einen Anhalt zu gewinnen tiber die RoUe, die die Phasen 

der Partialsehwingungen in der neuen Theorie spielen. Zum Schlul~ 
zeig'en wir, dal] auch die Grundgesetze des elektromagnetischen Feldes 

im u sich der neuen Methode zwangslos ein[iigen, und geben eine 

Begriindung tier "+on I t e i s e n b e r g  gemaehten Annahme, da$ die Quadrate 

der Betrige der Elemente der das elektrische Moment eines Atoms dar- 
stellenden Matrix ein Mall sind fiir die Crbergangswahrsehe~nliehkeiten. 

K a p i t e l  I. M a t r i z e n r e e h n u n g .  

w 1. E l e m e n t a r e  O p e r a t i o n e n .  F u n k t i o n e n .  Wir rechnen 

mit quadratischen unendlichen M a t r i z e n  ~), die wlr bier mit ~etten Bueh- 

staben bezeiehnen wollen, wihrend schwaehe Buchstaben stets gewShn- 

liche Zahlen bedeuten sollen: 

/a (oo) a (ol) .(o2) .].i\) 
~a(10)  re (11) a(12) . 

a --- (a(nm)) -~- \ a ( 2 0 )  a(21) a(22) 

\ 
Gleiehhelt zweler ~[atrizen bedeut.et Gleichheit entspreehender Kom- 

ponenten: 
a ~ b heitlt a (nm)  ~ bO~,O. (1) 

Addition wird definiert dureh Addition entsprechender t<omponenfen 

a ~--- b @ r  hei6t a ( n m ) - ~ -  b (n m) @ c (n m). (2) 

Die Multipllkation wird definiert dureh die au,~ der Determinanten- 

theorie bekannte Regel ,,Zeilen real Kolonnen" : 

~--- b r heigt a O~,.m) ~ ~ b (nk) c(km). (3) 
k=0 

P0tenzen sind durch wiederholte Multiplikation zu definierem gs  
~ilt das assoziative Gesetz fiir die Multiplikation ~md das distributive ~iir 

die Yerbindung yon Addition nnd Multlplikation: 

Ca b)c  = a (b c): (45 
a ( b  + c~ = a b +  ac. (5) 

Dagegmx gilt n i c h t  das kommutat.ix'e Gesetz f~r die Nultiplikatipn: 
Die Gleiehung a b  ~-  b a  ist n i e h t  allgemein riehtig. Wenn sie gilt, 

i) Man finder Niiheres tiber Natrizenrechnung etwa bei ~[. Baeher,  Ein- 
fiihrung in die hShere Algebra; aus dem Englisehen yon Itans Beck, Leipzig, 
Teubner, 1910, .~ 22 bis 25; ferner bei R. Courant and D. Hi lber t ,  Methoden 
tier ma%hematisehen Physik I. Berlin, Springer, 1924, 1. Kap. 
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werden a und b v e r t a u s c h b a r  gellannt. Die dutch 

{ ~ , ~  ~ 0 fur ~=r 
1 ~ (G..J, G,~ -=  1 (6) 

definierte E i n h e i t s m a t r i x  hat  die Eigensdlaf t  

a l  = l a  ~ a. (6a) 
Die zu a r e z i p r o k e  Matrix a - I  ist  definier~ dutch 1) 

a - l  a = a a  - I  = 1. (7) 

Als , , N i t t e l w e r t "  einer ~ a t r i x  a bezeichnen wir  diejenige Matrix, 

deren Diagonaielemente mit  denen yon a tibereinstimmen, wghrend alle 

iibrigen Elemente Null  sind: 

g = (G, ,  ~ (~ ~)). (8) 

Die Summe dieser Diagonalelemente soil , , D i a g o n a l s u m m e  der 

Matrix a heiflen und mit  JP (a) bezeichnet werden:  

D (a) = ~ a (n,0.  (.~) 

Naeh (3) beweist  man leieht :  Wenn die Diagonalsumme eines Pr(,- 

dukts y ~ & x~ �9 �9 �9 xm endlich ist, s~ bleibt sie unvergndert  bei zykliseher 

Vertauschung der Fak to ren :  

1 ) ( & &  . . .  x , , )  : =  I ) ( X ~ X r + ~  . . .  X~,,X~X2 . . .  X~--O. (10) 

Es g'en•gt offenbar, sie h yon der Richt igkei t  des Satzes fiir z w e  i 

Fak toren  zu tiberzeugen. 

Sind die Komponenten der Matrizen a, b Funkt lonen elnes Para-  

meters t, so wird 

d 
a~ ~ ~ (n t~) b (~ ,,,) = ~ ,,a (,~ k) 7, (k,,0 + ~, (,* t~) i (k,,,) 

k k 

oder naeh der Definition (3): 

d 
~ ( a b )  ---  a b  4- a b .  (11) 

Wiederhol te  Anwendung yon (11) gibt  

d 
~ ( X ~ X 2  . . .  x , )  = )QX2 . . .  X, -F X ~ 2 2 . . .  X,, + . . .  @ xzx2 . .  ,Y,,. ( i1 ' )  

Dureh die Rechenprozesse (2), (3) kSnnen F u n k t i o n e n  von ) la -  

tr izen deflniert werden. Als  allgemeinste Funkt ion  f ( X l X ~ . . ,  x,~) sall  

bier zun~chst eine solche in Betrae.ht gezogen werden, welehe durch eine 

l) Bekanntlieh ist bei e n d l i e h e n  quadratisehen 5[atrizen a -1 dureh diese 
Definition stets eindeutig festgelegt, wenn die D e t e r m i n a n t e  A yon a yon Null 
versehieden ist. Ist A ~ 0, so gibt es keine zu a reziproke Matrix. 
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Summe yon endlich oder unendlich vielea Potenzprodukten in den Ar- 
gnmenten xk mit Zah len  als Koeffizienten formal dargestellt werden 
kann. Es kjnnen dann auch durch Gleichungen 

f~ ( y ~ ,  . . .  y , , ;  x~ ,  . . .  x,,)  = o ,  

. . . . . . . . . . . . . . . .  0 2 )  

f~(y~, . . . y , , ;  x~ ,  . . .  x , , )  ~ 0 

Funktlonen yl  (Xv - �9 �9 x~,) definiert werden. Um n~mlich Funktionen Yz 
der oben beschriebenen Form zu erhalten, welche den Gleichungen (12) 
geniigt, hat man nur die yl  als Reihen, die nach Potenzprodukten der xk. 
fortschreiten, anzusetzen und dutch Einsetzen in (12) die Koffizienten der 
Reihe nach zu bestimmen. ~an erkennt, dal] sich stets ebenso viele 
Gleichungen wie Unbekamte ergeben. Die Anzaht der Gleiehungen und 
Unbekannten ist freilich grjl3er, als bei der Anwendung der Nethode der 
nnbestimmten Koeffizlenten i1~ der gew~hn]iehen, mit k o m m u t a t i v e r  
Multiplikation rechnenden Analysis. Man erh~lt in ieder der Glei- 
chnngen (12) nach Einsetzen der Reihen fiir die yz und Zusammen- 
fassung der zusammengehJrlgen Glieder aal~er einem Summanden C'x~ x~ 
auch einen Summanden C"x~x~ und hat sowohl C' als auch C" (nicht 
nut C' -4- C") zum'Verschwinden zu bringen. Dafiir treten iedoch auch 
in der Entwieklung eines ieden y t  zwei Glieder xl ~ and ~ x~ mit zwei 
verfiigbaren Koeffizienten auf. 

w 2. S y m b o l i s c h e  D i f f e r e n t i a t i o n .  Ein sparer -del benutzter 
Reehenproze~, den wir bier ngher betraehten wollen, soll als Di f fe -  
r e n t i a t i o n  einer Matrlzenfunktion bezeichnet werden. Es ist iedoch 
zu beaehten, dal] dieser Prozell nnr in einigen PunkLen ~hnliche Eigen- 

schaften besitzt, wie die Differentiation der gewShnlichen Analysis. Zum 
Beispiel slnd hier die Produktregel der Differentiation oder die Regel 
far die Differentiation einer Funktion yon einer Funktion uicht mehr 
allgemein in Gtiltigkeit. Nut dann, wenn all.e vorkommenden 5Iatrizen 
miteinander v e r ~ a u s c h b a r  sind, gelten fiir diese Differentiation alle 
ltegeln der gewShnliehen Analysis. 

Es sei 

Y = r I  Xt,,, = XtlX~.,... Xt,.. (13) 
m : I 

Wir defilfieren 
{)y : s e m = r - - I  (~jk 0 ffir 3' =r /6 
(}Xk ~ l ~ ' r k  1-I Xlm ~ l X l m  ' ] = (]4} 

r ~ - I  m ~ r + l  m :  [ ~ k k =  1. 

l a w  ~rten tauter diese Regeh Man denke in dem gegebenen Produkt 
alle Faktoren e inze ln  angesehrieben (also z.B. nicht x~xg, sondern 
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X~XlXlX~X.2); man greife irgend einen Faktor Xk heraus und bilde das 
Produkt aller ibm folgenden Faktoren und aller ihm voraufgehenden 
Faktoren (in dieser Ileihenfolge). Die Summe aller so gebitdeten Glieder 
is~ der Difterentialquotien~ des Produk~s naeh. diesera xk-. 

Einige Beisplele miSgen das VeHahren erl~tu~ern: 

Y ~ x'~' d x  

OX = . . , , - ~  , . . ,  + x ~ , - 2 x ~ , &  + . . .  + x2,x~,-~,  

y ~ -  x~ & xi x., Oy  __ 

Fordern wit ferner 

0 (Yl 4 - y O  Oy~ Oy2 
Oxk - -  Oxk + c)xk' (15) 

Oy 
so is~ die Ablei~nng 0-x fiir all~:emeins~e an~iy~ische Funktionen y 

,tefinier~. 
Nit diesen l)e[initionen und der ,'ter Diagonalsumme (9) g'ilt die 

Beziehung 
d I) (y) Oy 

o~,s = o7~; ( ' '  ' ' ) '  (1~;) 
o3, wobei rechgs die m u,-Kompoaente der .~'Ia~rix C)Xk steht. Diese Beziehung 

Oy 
kann auch zur Definition der Ableitmlg ~)~ benutzt werden. Zum Be- 

weis yon (16) gentig'g es offenbar, eine Funktion y der Form (13) zu 
betraehten. Xach (14) und (3) wird 

~k s f l  r - - I  

r = l  "~ p : - r + l  p - -1  

T r + l  ~ g~ Z'~+ I ~ "~1~ ~'r ~ "  #.  

Andererseits ist aus (3) und (9) zu entnehmen: 

0 D (y) ~" "-  ~ .~ 

r ~ l  z p ~ l  p = r + l  

Vergleieh yon (17) und (17') g~b~ (16). 

Hervorgehoben sei gleieh hier eine fiir spti~er wieh~ige Ta~saehe, 
die aus der Definition (14) abzulesen ist: Die  p a r t i e l l e n  Ab le i~nngen  
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eines P r o d u k t s  s ind i n v a r i a n t  gegen zyk l i s ehe  V e r t a u s e h u n g e n  
der F a k t o r e n .  Wegen (16) ist dieser Satz auch aus (10) zu folgern. 

Zum Schlul] dieser Vorbereihmgen sollen .den Funktionen g ( p q )  
yon zwei Yariablen noch einige Worte gewidmet werden. Ftir 

y ~ p~q~ (18) 
wird nach (14) 

s - -1  
Oy ~ ~ p s - l - Z q r p l ,  Oy ~-1 . . . .  ~] q"-~-Yp"q~. (18') 
Op Oq ~=~ 

Die allgemelnste zu betrachtende Fmaktion g(pq )  is~ nach w 1 
darzustellen durch ein liaeares Aggrega~ yon Gliedern 

k 

z = I I  (PsJq'J) (19) 
j = l  

Mit der Abktirzung 
k l - -1  

Pc = ]-[ (pv q,J) 17[ (P~J q~J ) (20) 
j = l + l  j : l  

kSnnen die Ableitungen gesehrieben werden: 

0 z  k .z-t i 
I=1 ~ = o  (21) 

Oz k rt- 1 [ 
l = l  m = O  

Aus diesen Gleichungen ist eine wichtige Folgerung zu ziehen. Wit 
betrachten die Matrizen 

Oz Oz Oz Oz 
d~ = q c)q c)q q' d~ = POp Op p (22) 

Nach (21) wird 
k 

d~ ~ ~ (q~l Pzp~ - -  Pcp"~ q~'~), 
l ~ l  

t: 

d~ --~ ~ (p~ q~c Pc - -  q~ Pcp~z ), 
/ : 1  

und daraus ~olgt 
k 

ttier hebt sich immer das zweite Glied eines Terms gegen das erste 
des folgenden, und auch das erste und letzte Glied der ganzen Summe 
zerst(iren sich. Also wird 

dl + d~ = o (23) 
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Diese Beziehung gi l t  wegen ihres ]inearen Charakters in z nicht 

nut  fiir Ausdrtieke Z der Form (19): sondern zugleich auch fiir beliebige 

analytische Funkt ionen g ( p  q) 1). 

Zum Schlu~ dieser kurzen Darstel lung der Matrizenanalysis wollen 

wir  noch den Satz beweisen: J e d e  M a t r i z e n g l e i c h u n g  

F (x .  x~, . . .  x~) -=  0 

b l e l b t  r i e h t i g ,  w e n n  m a n  in  a l l e n  A r g u m e n t m a t r i z e n  xj  e i n  

u n d  d i e s e ] b e  P e r m u t a t i o n  a l l e r  Z e i l e n  u n d  K o l o n n e n  v o r n i m m t .  

t t ie rzu  geniigt es offenbar zu zeigen, dal] ffir zwei Matrizen a, b, die dutch 

diese Operation in a ' ,  b '  i~bergeheu, die [avarianzen 

a' + b' ~ (a + b)', a '  b'  - ~  (a b)' 

gelten, wo die reehten 8eiten diejenigen Matrizen bedeuten, die aus a + b 
and a b dureh jene Vertausehuugen entstehen. 

W i r  fiihren diesen Beweis, indem wi t  die Operation des Permu- 

tierens dureh Multiplika~ion mit  einer geelgneten Matrix ersetzen % 

Eine Permutat ion sehreiben wir  

(,,.) 
�9 k o/,'1/% k s . . .  k,  

Dieser ordnen wir  die P e r m u t a t i o n s m a t r i x  

1 ~iir m ~ kn, 
p = ( v  (,~,,,)), -~ ("~'0 = o sonar  

zu. Die zu p transponierte Matrix sei 

1 fiir n ~ k~, 
k = (to (,,,, ~)), ~ (~") = ,o ~onst .  

Dureh Mult ipl ikat ion beider folgt 

k 

da beide Fak to ren  p (nk) und ~ (k~,) nur dann gleiehzeitig yon Null  ver- 

1) AUgemeiner wird fiir Funktionen von r Variabeln 

v(x, 
"~) Dieses bier gewahlte Beweisverfahren besitzt den Vorzug, dMl es den 

engen Zusammeuhang der l%rmutationen mit einer wichtigen Klasse -allgemeiner 
Transformationen der Matrizen erkennen lgllt. Die Richtigkeit des fraglichen 
Satzes kann jedoch auch unmittelbar aus der Bemerkung gefolgert werden, daft 
ia den Definitionen tier G l e i c h h e i t  sowie der A d d i t i o n  and • u l t i p l i k a t i o n  
yon Matrizeu kein Gebrauch yon Ordnungsbeziehungen zwischen den Zeilen bzw. 
Spalteu gemacht wird. 
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sehieden sind, wenn k = k n -~- k , t  , also n ----- m ist. 3Iithin ist p die 
Reziproke yon p :  /~ = p-1 .  

Sei nun a eine belieblge Matrix, so ist 

p a  = ( ~  (nk) a(k,,0) = (a(k,~,,,)) 
k 

( n )  der Zeilen entsteht. eine Matrix, die aus a durch die Permutation /~',~ 

und ebenso ist 

die durch Permutieren der Kolonnen entstehende Matrix. Ein und die- 
selbe Permutation auf Zeilen und Kolonnen angewandt, liefert also die 

Matrix a '  = p a p  -1. 

Hieraus folg't ohne weiteres: 

a' § b' = p (a § b ) p - ~  = (.a § b)', 
a 'b '  --~ p a b p  -~  ~ -  (ab)' ,  

womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
Man sieht also, dai~ dureh Matrizengleiehungen irgend eine Reihen- 

folge oder Rangordnung der Elemente niemals bestimmt werden kann. 
{~brigens gilt offenbar der viel allgemeinere Satz, dab iede Matrizen- 

gleichung invariant ist gegen Transformatlonen der Form 

a' = b a b  -1 ,  

we be ine  bel ie  bige Matrix bedeutet. Wir werden freilich sparer sehen. 
dab dies fiir Matrlzen-Differentialgleiehungen nicht mehr ohne weiteres 
riehtig ist. 

K a p i t e l  II .  Dynamik.  

w Die  G r u n d g e s e t z e .  Das dynamisehe System ist zu 
hesehreiben dureh die K o o r d i n a t e  q and den I m p u l s  p. Sie sollen 
als Matrizen 

q = ( q ( n m ) e 2 ~ ' " ( ~ " O ' ) ,  p = (p(n,m)e2~"("m) t) (24) 

angesetzt werden. Darin bedeuten die v ( n m )  die quantentheoretlschea 
Frequenzen, welehe den Uberggngen zwischen den ZustRnden mit den 
Q u a n t e n z a h l e n  n nnd m zugel~iiren. Die Matrizen (24) sollen 
H e r m i t e s e h e  sein, d. h. bei Transposition der Matrizen sell iede 
Komponente in ihren koniugierten Wert iibergehen, and zwar sell das 
fiir nile reellen t gelten. Wir haben also 

q (,~.~) q (.~,,) = {q (~.n)1 ~ (2~) 
and 

v ( n m ) =  - -  v (ran). (26) 
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Is t  q eine k a r t e s i s c h e  Koordinate,  so ist die GrSl3e (25) ma~gebend 
fiir die W a h r s c h e i n ] i c h k e i t e n  1) der [JTberg~nge n ~--~_m. 

Wir  wollen welter fordern, dal3 

v(jk) q- v(kl) -}- v(lj) = 0 (27) 

isk Mit (26) zusammen kann alas so ausgedriickt werden: Es o'ibt 
GrSl]en W~, so dal~ 

h v (n m) = W~ - -  W~ (28) 
wird. 

Daraus tolgt, mit  (2), (3), da~ eine Funktion g(pq)s te t s  wieder 

die Form 
g = (g (n m) d ~i,,(n ~)t) (29) 

erh~lt, and zwar geht dabei die Matrix (g(nm)) durch eben deuselben 

Proze6 aus den 3[atrizen (q(nm)), (p(nm)) hervor, dutch den g aus q, p 
erhalten wurde. Wir  kbnnen deshulb start  der yon nun an aufzugebenden 
Darstellung (24) die kiirzere Sehreibweise 

q = (q(n,~)), p = (~(,~,n)) (30) 

withlen. 

Als z e i t l i c h e  A b l e i t u n g  der Matrix g = (g(n~jO) erhalten 
wit, indem wir  uns noeh einmal an (24) bzw. (29) erinnern, die Ma t r ix  

---- 2 g i (v (n m) g (nm)). (31) 

Wenn, wie wir  annehmen wollen, v(nm):r 0 fiir n ~ n~ ist, so 

bedeutet g ~-- 0, dal] g eine Diagonalmatrix mit  g (rim) --~ ~nmg(nn) isL 
Eine Differentialgleiehung g = a ist invariant  gegen den ProzeI~, 

bei dem Zeilen and Kolonnen aller Matrizen sowie die Zahlen Wn derselben 
Permutation unterworfen werden. Um dies einzusehen, betrach~en wir 
die Diagonalmatrix 

W = (G  ,~ W,0 
dann ist 

wg = (2E ~.,: N~g(k ,0 )  = ( N , g ( - , , ) ) ,  
k 

k 

also naeh (31) 

2 z i .  2 ~ i  
s / :  -~ ( (~ l~ - -  ~G)g(n,0) = ~ tWg-gW). 

1st nun p eine Permutationsmatrix,  so ist die Transformier~e 

lY' = p I, V p -  ~ : (~.k,~ w .~ )  

1) Siehe hierzu .~ 8. 
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die Diagonalmatrix mit den permutierLen 14r~ in der DiagonMe. Man 
hat daher 

2 ~ i  . . . .  
p g p  -~  = -- j ; - - tw g - g ' W ' )  = g', 

wo g' = p g p - I  ist und g '  die naeh der Regel (31) mit permutierten B~ 

gebildete zeitliehe Ableitung yon g '  bedeutet. 
Die Zeilen nnd Kolonnen yon g erlelden also dieselbe Permutation 

wie die yon g, und daraus folgt unsere Behauptung. 
Zu beaehten ist, dal] ein entspreehender Satz fttr bellebige Trans- 

formation der Form =7' -~- b a b  -1 n i e h t  gilt; denn bei solehen ist 142' 
nieht mehr Diagonalmatrix. Trotz dieser Sehwierigkeit seheint uns ein 
genaues Studium dieser allgemeinen Transformationen unerl~Blieh, well es 
Einbliek in die tieferen Zusammenh~nge der neuen Theorie versprieht; wir 

werden spi~ter darauf zuriiekkommen ~). 
Fiir de~ Fall einer H a m i l t o n s e h e n  F~nktion der Gestalt 

1 
H - -  ~ p~ + U(q) 

werden wit mit H e i s e n b e r g  annehmen, dai] die B e w e g u n g s -  
g l e i e h u n g e n  ebenso wie die klassisehen lanten, so dab wit mit der 

Symbdlik yon w 2 sehreiben kSnnen: 

OH 1 
i l  = -O p - -  ,~. p '  

(32) 
OH O U  

/ '  • - = - 

Es soll versueht werden, dutch eine korrespondenzm~tl]ige Betraehtung 
auch ftir den ailgemeinen Fall elner belieblgen K a m i 1 t o n sehen Funktion 
t"l(pq) zugehSrige Bewegungsgleiehnngen zu bestimmen. Das ist er- 
forderlieh in Iltieksieht au~ die' relativistisehe Neehanik und besonders 
auf die Behandhng der Bewegung yon Elektronen unter 3Iitwirkung 

magnetiseher Felder. Denn in letzterem Falle kann die Funkt ion/ - /be i  
kartesisehen Koordlnaten nieht mehr dargestellt werden aIs Summe 
zweier Funktionen, deren eine nur yon den [mpulsen und deren andere 
nut yon den Koordinaten abh~ngt 

Klassisch simt die Bewegungsgieiehungen abzuleiten aus dem 

Wirkungsprinzip 

i~Ldt t~ = ~ {_P~I- H(1)q)l dt = Extremnm. (33) 
[o to 

1) Vgl. die demn~ichst erseheinende Fortsetzung dieser Arbeit. 
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Denken wir uns darin di~ Fourierentwlcklung yon L eingesetzt und 

nehmen wir den Zeitabschnitt t 1 - - t  o hinreiehend grog, so wird nut alas 

konstante Glled yon • einen Beltrag zum Integral liefern. Die Form, 
welehe das Wirkungsprinzip damit erh~lt, legt ~olgende i~Tbertragung 

in die Quantenmechanik nahe: 
Die  D i a g o n a l s u m m e  D(L)  ~--- ~ L ( k k )  so i l  zum E x ~ r e m u m  

k 
g e m a e h t  w e r d e n :  

1) (L) = 1) (O gl - -  H ( p  q)) = Extremum, (34) 

und z w a r  d u r c h  gee igne~e  W a h l  v o n p  und q bei  f e s t g e h a l t e n e n  
v (~ m). 

Man erhglt also, indem man die Ahleitungen von D(L)  naeh den 

Elementen yon p und q gleieh Null setzt, die Bewegungsgleiehnngen 

2 = i ~ (n m) q (n m) O P ( H )  
- -  0 p ( ~ n )  ' 

OP (H) 
2 =i  v (m n).p (m n) = O q (mn)" 

Naeh (26), (31) und (16) erkennt man, da~ diese Bewegungsgleiehungen 

allgemein in der k a n o n i s e h e n  Gestalt 

OH 

OH 

/ , -   4ql 
gesehrieben werden kSanen. 

Als Quantenbedingung verwendet H e i s e n b e r g  eine VOlt T h o m a s  ~) 
und K uhn .2) aufg'estellte Beziehung. Die Gleiehung 

1Iv 

0 

der ... klassisehen" Quantentheorie kaltn, wenn man die Fourierentwieklung 

yon t) nnd q 

heranzieht, umgeformt werden in 

~) W. T h o m a s ,  Naturw. 18, 627, 1925. 
~) W. Kuhn ,  ZS. f. Phys. 81~, 408, 1925. 
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Is t  dabei p ~ m~, so kSnnen die r~ durch die q~ ausgedriickt 

werden, and man erh~lt so dleienige klassische Gleichung, deren korre- 
spondenzm~ige Umfornlung in eine Differenzengleichung die Beziehung 
yon T h o m a s  und K u h n  ergibt. Da bier die Voraussetzung p ~ mt~ 

nicht gemaeht werden soil, miissen wir die Gleichung (36) unmi~elbar 
in eine Differenzengleiehung iibersetzen. 

Es soll korrespondieren 

v~)~(q~p_~) mit ] / ~  (q(n+v,n)p(n,n+v)--q(n,n-v)~(n-v,n)); 

dabei sind rechts diejenigen q(nm), io(n.m), die einen negativen Index 

erhalten, gleich lqnll zu setzen. Dadurch erhalten wlr als korrespondenz- 
mal]ige Umformung yon (36) die Quantenbedingung 

h (37) 
k 

Das sind unendlieh viele Gleichungen, ni~mlich ie eine ffir jedes n. 
Fiir p ~ m q ergibt das insbesondere 

I q I _ I, 8~"m k 

was, wie leicht festzustellen, mit der H e i s e n b e r g s c h e n  Form der 
Quantenbedlngung bzw. der T h o m a s - K u h n sehen Gleiehung iiberein- 

stimmt. (37) mul3 als die sachgemgl3e Yerallgemeinerung dieser Gleichung 
angesehen werden. 

Ubrigens erkennt man aus (37), da$ die Diagonalsumme D(pq)  
notwendig unendlich wird. Denn sonst wiirde aus (10) folgen D(pq)  
- - D ( q p )  ---- O, wahrend (37) zn D ( p q ) - - D ( q p )  ~ ~ ftthrt. Die 
betraehteten Matrizen sind also niemals endlich 1). 

w  F o l g e r n n g e n .  E n e r g i e -  nnd F r e q u e n z s a t z .  Mi~ den 
Aufstellungen des vorigen Paragraphen sind die Grundgesetze tier neuen 
Mech~nik vollst, andig gegeben. Alle soastlgen Gesetze der Quantea- 

mechanik, denen Allgemeingiiltigkeit zugesprochen werden soll, mtisse,t 
arts ihnen heraus zu b e w e is e n sein. Als solche zu beweisende Sittze 
kommen in erster Linie in Betraeht der E n e r g i e s a t z  nnd die B o h r s c h e  
F r e q u e n z b e d i n g u n g .  Der Energiesatz besagt, daB, wenn H die Energie 
ist, f / - ~ -  0 wird, oder dal3 H e i n e  D i a g o n a l m a t r i x  ist. Die Diagonal- 

1) Auch geh5ren sie nicht zu der yon den Mathematikern bislang fast aus-. 
schlieltlich betrachteten Klasse der ,beschr~tnkten" unendlichen Matrizen. 
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glieder H (n n) yon H werden dann nach J~ e i s e n b e r g als E n e r gie e n d e r 

v e r s e h i e d e n e n  Zusti~nde des Systems gedeutet, und die Bohrsche  

Frequenzbedingung fordert 

t, v O m) = / / O  n) --  H. 0.  "0, 
oder 

~1"~ = H(nn)  ~- konst. 

Wir betrachten die GrSI3e 

d =  p q - - q p .  
Nach (11), (35) wird 

tt = ~6 q -4- p dl - -  Cl p - -  q P 

OH O H q +  OH OH 
- -  q ~qq d q P a p  O p p" 

Nach (22), (23) ist also j : 0 und d eine Diagonalmatrix. Die 

Diagonalg'lieder yon d sind aber gerade dureh die quantenbedlngung (37) 

festgelegt. Zusammenfassend erhalten w~r unter Benutzung der durch 

(6) definierten Einhei~smatrix I die Gleichung 

It 
P q - -  q P  = 2 :t----i 1, (38) 

die wlr die ,,versch~trf~e Q u a n t e n b e d i n g u n g "  nennen nnd auf der 

alle weiteren Schltisse beruhen. 
Aus der Form dieser Gleichung ist zu entnehraen: Wird aus (38) 

eine Gleichung (A) abgeleitet, so bleibt (A) richtig, wenn man p mit q 

vertauscht und g'leichzeitig h durch - - h  ersetzt. Deshalb braucht z. B. 

yon den Gleichungen 
h 

pnq  = qp,,  ~_ n 2 _ ~ i p , - l ,  (39) 

tt 
q'~p : p q~* - -  n ~ q " -  I (39') 

nur eine aus (38) bewiesen zu werden, was dureh Induktion leieht aus- 
zuftihren ist. 

Wir wollen je~zt Energie- und Frequenzsatz, wie sie oben aus- 

gesprochen wurden, zungchst beweisen far den Fall 

H = H1 (p) + H,~ (q). 
Nach den Aus[tihrung'en yon w 1 kgnnen hlerin H! (p) und Hs (q) 

[orma,1 durch Potenzsummen 

�9 r 8 
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ersetzt werden. Die Formeln (3.9), (39') lassen dann erkennen, dab 

h OH 
/- /q--~/"/  - -  2~i Op ' I 

h OH (40) 
Hp- -p / " /  - -  2~i  aq J 

wird, und des Vergleich mit den Bewegungsgleichungen (35) liefert 

2~ i  

i l =  h (Hq- -qH) '  I 
2 ~ri (41) 

,5 : --T~ ( PIp - -  p PI ) . 

Wird nun die Matrix ]-/g - -  g /-/ kurz mit ! HI bezeichnet, so gilt !g l  

HI H b + a ~ (42) 
. lab : 

daraus ist aber allgemein fiir g : g ( p q )  

2~ i  /-1 2 : t i  
~d -~ ~ g = - h - ( H g - - g H )  (43) 

zu folgern. Denn man braacht zum Bewelse nur ~ ver~ t te l s t  (11), 

gl (115 als Funktion vorr p, q u .d  ~, q, sowie H[ vermittelst (42) als 

Funk~ion v o n p ,  q uud p H , ~ ausgerechnet und aann (41) angewandt 

zu denken. Setzt man in (43),insbesondere g = /3/, so erh•lt man 

f / :  o. (44) 
Nachdem somit der Energiesatz bewiesen und H als Diagonalmatrix 

erkannt ist, erhalt (41) die Gestalt 

h~,(nm)q(nm) : (H(nn) -- It(mm))q(nnO, 
h u (nm)~ (rim) = (H(nn) -- H(m m))~, (nm), 

woraus die Frequenzbedingung folgt. 
Gehen wD nun ztt allgemeineren H a m i l t ,  onschen Funktionen 

H*---- ] - /*  ( p q )  tiber, so erkennt man leicht an Beispielen, wie etwa 
H* ~--- p~ q, dal3 im allgemeinen nlcht mehr f ]*  = 0 wird. Man sieht 

1 ~edoch, da$ die Harn i l tonsche  Funktion H-m- -2 (P~q + qP~) dieselben 

Bewegungsgleichungen wie H* liefert und da~ /2/ wieder gleich ~ull 
wird. Wir sprechen danach Energie- und Frequenzsatz folgender- 
raal]en aus: Zu j ede r  F u n k t i o n  H * - - H * ( p q )  g ib t  es e ine  
F u n k t i o n  H - ~ -  H(pq) ,  so dat3 H* ul~d H a l s  H a m i l t o n . ~ c h e  
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F u n k t i o n e n  d i e s e l b e n  B e w e g u n g s g l e i c h u n g e n  l i e f e r n  und  
dal] ]-/ f i l r  d i e s e  B e w e g u n g s g l e i c h u n g e n  die  R o l l e  d e r  
z e i t l i c h  k o n s t a n t e n ,  (tie F r e q u e n z b e d i n g u n g  e r f t i ] l e n d e n  
E n e r g i e  lib e r n i m m t .  

Nach den oben durchgefiihrten tffberlegungen gentigt es, zu zei,o'en, 
da~ die anzugebende Funkfion H auger 

OH OH* c)H c)H* 
O p -  O p '  c ) q -  c )q  (45) 

noch die Gleichungen (40) befrledlgt. Nach w 1 ist ]-]* formal als Summe 
yon Pos in p und q darzus~ellen, und wegen der Linearitiit 
der Gleichungen (40), (45) in /-], ]-]* werden wir elnfach fiir ieden 
einze]nen Summanden in ]-/* den en~sprechenden Summanden in ]-] an- 
zugeben haben. Wir brauchen also nut den Fall 

k 

H *  = ]-[  (p,':J q"J) (4~) 
j : l  

zu be~rach~en. Nach den Bemerknngen yon w 2 sind die Gleichungen (45) 
zu erfiillen, indem H als Linearform derjenigen Pofenzprodukt, e in p, q 
angesetzt wird, welche aus /-]* durch zyklische Vertauschungen der 
Faktoren entstehen; dabei mu~ nur die Summe der Koeffizien~en gleich 
1 geha]ten werden. Weniger leicht beantwortet sich die Frage, wie 
diese Koeffizien~en zu wahlen sind, damit auch die Gleichungen (40) 
erfiillt werden. Es mSge gentigen, bier den Fall k = 1, also 

/"l* = p8 q,. (47) 
zu er]edigen. 

Die Forme] (39) kann verallgemeiner~ werden zu 1) 
n - -  1 

h 
p "  q~* - -  q',p"* = m : 2 ~  ~-~ q"  - 1 - l p ~ -  1 qZ. (48) 

/ : 0  

Fiir ~, : 1 is~ das wieder (39); al]gemein folg~ (48) daraus, da~ 
wegen (39) 

h 
p,,, q,~ + 1 _ q,, + 1 p.~ = (p.~ q,, _ q~, p., .) q + m - -  ~ -"~ + 1 

2 r c i ' l  r 

1) Eine andere Verallgemeinemng wird gegeben durch die Formeln 
~r//, q? 

j = O  

�9 j j \ 2 ~ i )  
j -~ o 

worin j bis zar kleineren der Zahlen m, n w~chst. 
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wird. Vertauschung yon p und q mit Vorzeichenwechsel yon l, ergibt 
die neue Formel 

m - - 1  
h, p~  qn __ qn p,~ ~___ n ~ ]  ~ p " - -  1 - jq,~ - l p~ (48') 

j : O  
Vergleich mit (48) liefert 

1 1 
s-f-1 ~ -~P"- 'q 'P '  - -  ~_~ qr-jpsqj.  (49) 

~=o r ~ - l j = o  

Wir behaupten nun: Zu /-1" nach (47) geh~rt 

1 
p~ - t qr p~. (50) 

H - -  s_]_lz=o 

Beweisen miissen wir nur (40), wobei wir uns an Formel (18') aus 
w 2 zu erinnern haben. 

Nun wird nach (50) 
1 

H p  --pl" l  - - s  + 1  (q"P" + 1 __p~ + I q,.), 

und naeh (48) ist das gleichbedeutend mit der unteren Gleichung (40). 
Unter Benutzung yon (49) erhalten wir fenler 

1 
H q - - q H  - -  r_[_l (p~qr + l - -q"+ l pS), 

was nach (48') mit der oberen Gleiehung (40) gleichwertlg ist. Damit 
ist der verlangte Beweis vollstandig gefiihrt. 

W~hrend in der klassischen Meehanik die Energiekonstanz / : / :  0 
unmittelbar aus den ka~onischen Gleiehungen abgelesen werden kann, 
lieg~ der Energiesatz f / =  0 der. Quantenmechanik, wie man sieht, vie] 
weniger an der 0berflaehe. 

Wie weir seine Beweisbarkeit aus den gemaehten Voraussetzung'en 
davon entfernt ist, trivial zu sein, erkennt man, wenn man in engerer 
Anlehnung an das klassisehe Beweisverfahren die Konstanz yon t'] einfach 
dutch Ausrechnen yon ]-~ zu bewelsen sueht. Man hat zu diesem Zweck 
zunachst vermittelst (11), (11') /~ als Funktion yon p, q und /~, t~ dar- 

t)~'] ~ - ]  einzufiihren sind. Das zustellea, worau[ fiir/~, t~ die Werte 
c)q' Op 

ergibt 1-/als Funktion yon p und q. Die Glelchung (38) bzw. die dar- 
aus abgeleiteten, in der Ful]note Seite 873 mltgeteilten Formela erlauben, 
diese Funktion in eine Summe yon Gliedern apSq r umzurechnen, und zu 
beweisen ist, da$ der Koeffizient a jedes solchen Gliedes verschwindet. 
Diese Reehnung wird fiir den allgemeinsten oben in anderer Weise 
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erledigten Fall so iiberaus verwiekeltl), dal3 sie kaum durehfiihrbar 

seheint. Wenn trotzdem Energie- nnd Frequenzsatz in so allgemeinem 

Umfange bewiesen werden konnten, so schein~ uns das eine s~arke Stii~ze 
fiir die Hoffnung zu bieten, da$ diese Theorie wirldich ~iefe physikalisehe 
Gesetze erfaSt. 

Zum Schlu$ sei hier noah ein Ergebnis verzeiehnet, das aus den 
Formeln dieses Paragraphen leicht zu entnehmen ist: D i e G 1 e i-  

c h u n g e n  (35), (37) k S n n e n  e r s e t z t  w e r d e n  d u t c h  (38) und (44) 
(wo ~'] die E n e r g i e  bedeutet); die F r e q u e n z e n  s ind d a b e i  aus  der  
F r e q u e n z b e d i n g u n g  zu b e s t i m m e n .  

Auf die wiehtigen Anwendnngen, welche dieser Satz gestat~et, 
gehen wir in der For~setzung dieser Arbeit ein. 

K a p i t e l  III .  U n ~ e r s u c h u n g  des a n h a r m o n i s c h e n  0 s z i l l a ~ o r s .  

Der anharmonische Oszillator mit 

1 ~ COo ~ q~ 1 q3 

ist bereits yon H e i s e n b e r g  eingehend betrachtet worden. Trotzdem 

soll ibm bier ehle erneute Un*ersuehung gewidmet werden, und zwar mit 
dem Ziel, die a l l g e m e i n s t e  LSsung der Grundg]eiehungen fiir diesen 
Fall festzustellen. Wenn die Grundgleichungen der Theorie wirklieh 
vollstandig sind und keiner Erggnzung mehr bedtirfen, so werden die 

Absohtwerte ] q (n m) ], I1o (n ,~) I der Komponenten yon q und p dureh 
sie e i n d e n t i g  festgelegt sein miissen, und es wird wieh*ig sein, dies am 
Beispiel (51) zu prtifen. Dagegen ist zu erwarten, dal~ beziiglich der 

P h a s e n  ~n~n, ~.'nm in 

q (" ~)  ---- I ~ (" . 0  l e ~ ~" % 

noeh eine Unbestimmtheit bestehen bleibt. Far  die Statistik z. B. der 
Wechselwirkung von Quantenatornen mit au~eren Strahlnngsfeldern wird 
es yon grundlegender Bedeutung sein, den Grad dieser Unbestimmtheit 
genau festzulegen. 

w 5. H a r m o n i s c h e r 0 s z i l  1 a t o r. Der Ausgangspunkt u nserer 
f3bevlegungen ist die Theorie des harmonischen Oszillators; far kleine ). 

1 
1~ Ptir den l~all / - / ~  ~mmp2@ U(q) kann sie mi~ t]ilfe yon (39') sofort 

ausgefiihrt werden. 
Zeitsehriit Iiir Physik, Bd. XXXIV. 58 
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kana man die Bewegtmg nach Gleichung (51) als Stiirtmg der harmo- 

nischen Sehwingung mit der Energie 
$ 

auffassen. 
Aueh bei diesem einfaehen Problem ist eine Erg~nzung der t t e i s e n -  

b e r g sehen Betraehttmgen notwendig. Dieser entnimmt einer Korre- 
spondenzfiberlegmag eine wesentliehe Aussage fiber die Form der LSsung; 
da n~mlieh klassiseh nur e ine  harmonisehe Komponente vorhanden ist, 
setzt; H e i s e n b e r g  eine 3Iatrix an, die nur Uberg~nge zwlsehen Naehbar- 
zust~nden darstellt, also die Form hat 

/0 q(Ol) 0 0 0 . . . \  

o...|. 
FI o 

Unser Bestreben ist, die ganze Theorie selbstandig aufzubauen, ohne aus 

der klassischen Theorle ttilfe auf Grund des Korrespondenzprinzips her- 
anzuholen. Daher werden wir un~ersuehen, ob sich nicht die Form (53) 
der Matrix aus den Grundgleichungen selbst ableiten lal]t, bzw., wenn 
das nicht geht, welche Zusatzforderungen zu stellen sind. 

Man sieht ohne weiteres aus dem in w 3 fiber die Invarianz gegen 
Permutationen yon Zeilen und Kolonnen Gesagten, dal] die exakte Form 

der Matrix (53) niemals aus den Grundgleichungen ersehlossen werden 
kann; denn vertauseht man Zeilen und Kolonnen in gleieher Weise, so 

bleiben die kanonischen Gleichungen und die Quantenbedingung invariant, 
also hat man damlt eine neue, scheinbar verschiedene LSsung gefunden. 
Aber alle diese L(isungen sind natiirlich nur der Schreibweise, d. h. der 
Numerierung der Elemente naeh verschieden. Wir wollen beweisen, da~ 

durch eine blol3e Umaumerierung der Elemente die L(isung stets auf die 
Form (53) gebracht werden kann. Die Bewegungsgleichung 

2 + eoo q ~--- 0 (54) 
lautet ftir die Elemente: 

(v~(~ m) - -  Vo ~) q ( , , . 0  : o, (55)  
W O  

co ~ = 2~rVo, h v ( n m )  = W,~--  W,,. 

Aus der verscharften Quantenbedingung 
h 

P q  ~ q P  =-- 2 ~  I (56) 
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folgt, dal~ zu iedem n ein n' existieren mull, so dai] q (nn') ~-~ 0 ist; 
denn giibe es ein n, fiir das alle q(nn') = 0 waren, so wgre das n te  

Diagonalglied yon p q -  q p  gleich Null, was der Quantenbedingung 
widerspricht. Danach ergibt (55), da$ stets ein n' existlert, fiir das 

ist. Da wit  aber in unseren Grundprinzipien angenommen haben, dal~ 
fiir n :r m immer Wn ::r Wm ist, so k~nnen hSchstens z w e i solche 
Indizes, n'  und n", existieren; denn die zugehSrigen Wn,, ~ , ,  sind 

Liisungen der quadratischen Gleichung 

(W~ x7  ~ '~ - -  ~ It, v o ; 

Tb tr wenn wirklich z w e i solche Indlzes n', existleren, folgt fiir die zuge- 

hSrigen Frequenzen 
v ( n n ' )  - ~  - -  v ( n n " ) .  (57)  

Nunmehr wlrd aus (56) 
h 

: ~ , v ( k n ) l q ( n k ) l S  = v ( . , ' n ) { l q ( n n ' ) ]  ~ -  I q ( . n " ) p }  - -  S ~  ~, (58)  
k 

und die Energie (52) wird: 

H(nm)- -~  i ~ ~4~ ~_~ { - - v ( n k ) v ( k m ) q ( n k ) q ( k m )  + v o q(nk)q(km)i 
k 

: 2 ~s ~ q ( .  k) q (z~-~) { ~3 - v (n k) v (k~) } .  
k 

Insbesondere gilt  fiir m ~ n: 
s H(nn)  = W~ = 4~2Vo (Iq(nn')l ~ + [q(nn")12 ). (59) 

Es sind nun welter drei Falle mSglich: 

a) Es gibt  keln n" und es ist ~4~, ~ W~; 

b) es gibt kein n" und es ist Wn, ~ Wn; 
c) es gibt  n". 

I m  Fa]le b) betrachten wir start  n jetzt n ' ;  zu diesem gehSren 
hSchstens zwei Indizes (n')' und (n ') ' ,  und yon diesen mull einer gleich n 
sein. Damit  kommen wir  auf einen der Falle a) oder c) zuriick und 
kSnnen deshalb b) ~ortlassen. 

]m Falle a) wird v (n%~) ~--- + vo, und aus (58) folg~: 

h 
~'o. I q ( ~ " ) I  s - -  (60)  

8 ~ g s '  

also nach (59): 

w ~  = n ( ~ , , )  = r ~ ~,o ~ I q ( '~" ' )P ~ -  } , ,o  t~,. 
Wegen der Vorau~setzung ~V n ,=r ~ ~iir n =r m gibt  es also hiichstens 
e i n e n  Index n ~-- n o, fiir den der Fal l  a) vorliegt. 

58* 
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Wenn ein solches n o exisbiert, k(innen wir eine Reihe yon Zahlen 

n 0 n 1 n2 n3 �9 
angeben derart, dal} 

(nt:)' ~ n k + l  and W k + l >  Wk. 
Dann ist jedesmal 

(nk+ 1)" = nk. 

Also wird fiir k >  0 aus (58) und (59):  

H (nk nk) ~ 4 ~r ~ vo {]q(nk, n~+l)l~-4-lq(n~,ne-1)[2}, (61)  

-~ h = 4 ~ Vo { I q (~ ,  "~ + I)I ~ - -  I q ("~, ~ -  1)P}. (62)  

Aus (60) und (62) folgt 
h 

__  (k + 1), (63) 

und dann aus (61) 
Wnk = H (n~, nk) : v o h (k + 1). (64) 

Nun wollen wir noch sehen, ob es mSglich ist, dab es kein n gibt, 

fiir das der Fall  a) gilt. Wir  kSnnen dann, mit beliebigem n o anfaagend, 
t s t  t no ~ nl and no ~ n - 1  bilden; zu jedem yon dlesen w i d e r  nl ~--- %, 
i t  t t t  nl ~--- n o und n - 1  ~ no, n - i  ---~ n - 2  usw. Auf dlese Weise erhalten 

wir eine Zahlenreihe 
�9 . . n - 2  n - 1 %  nl n~ . . .  (65) 

und es ge]ten die Gleiehungen (61), (62) fiir iedes k zwischen - -  

and -~ ~ .  Das ist aber unmiiglich; denn naeh (62) bilden die Griii3en 

xk ~ l q(nTr nk)l ~ eine ~quidlstante Zahlenreihe, und da sie positiv 

sind, mul~ es eine kleinste geben. Den entsprechenden Index k(innen wir 

wieder mit n o bezeichnen und kommen damit au[ den vorigen Fall  zu- 

flick; es gelten also auch hier die Formeln (63), (64). 

Man sleht ~erner: iede Zahl n mul~ unter den Zahlen nk enthalten 

sein ; denn sonst kiinnte man mlt n als Ausgangsgliede eine neue Reihe (65) 

bilden, wobei wieder die Formel (60) gilt. Die Ausgangsglieder beider 

Reihen batten also dieselben Werte ~7 n ~ H ( n  n), was nnmSglieh isL 
Damit ist der Beweis gefiihrt, dal3 die Indizes 0, 1, 2, 3 . . .  so in 

eine neue Reihenfolge no, nl, n~, ha . . .  nmgeordnet werden kiinnen, daft 
die Formela (63), (64) gelten; in diesen neuen Indizes hat dann die 

LSsung die t t e i s e n b e r g s e h e  Form (53). Diese erseheiat also als 

,,Normalform" der allgemeinen L(isung. Sie hat  nach (64) die Eigen- 

sehaft, da~ 
W~+~ > W~. 

Fordert  man umgekehrt, dal~ Wn ~ H ( n  n) mit n stets wachsen soll, 
so wird notwendig nk ~ k; dieses Prinzip !eg~ also die ~qormalform 
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eindeutig Zest. Aber hlerdurch wlrd nur die Schreibweise fixiert und die 
Rechnung iibersichtlicher gestaltet; p h y s i k a l i s c h  ist niches Neues da- 

durch gegeben. 
Darin liegt ein ~iefer Unterschied gegentiber der bisher gebrauch- 

lichen halbklassischen Bestimmung tier stationaren Znst~nde. Die 
klassisch berechneten Bahnen schliet]en sich kontinuierlich aneinander, 
wodurch auch in die nachtrgglich ausgesonderten Quantenbahnen yon 
vornherein eine bestimmte Relhenfolge komm~. Die neue )[echanik stellt 
sieh als wahre DiskonGnuumstheorie dar, indem hier yon solcher dnrch 
den physikalischen Vorgang definierten Reihenfolge der Quantenzust~nde 
keine Rede ist, sondern die Quantenzahlen wirklich nichts sind als nnter- 
scheidende lndizes, die man nach irgendwelchen praktlschen Gesichts- 
punkten (z. B. nach wachsender Energle Wn) ordnen und normieren kann. 

w 6. A n h a r m o n i s c h e r  0 s z i l l a t o r .  Die Bewegungsgleichungen 
2 + co o q _}_ ~ q2 __~ 0 (66) 

geben zusammen mit der Quan~enbedingung ~olgendes Glelchungssystem 
tar die Elemente: 

(too 2 - -  eo 2 (nm)) q (n m) ~- • ~ q (n k) q (k m) • 0, / 
k 1 

h (67) 

k 4 ~  

Wir suchen es durch Reihenentwickhngen 

co (n m) ~ co~ (rim) + Z co(1)(~m) § Z2co(~)(nm) + . . .  
(6S) 

q (sin) ~ qo (sin) A_ ~ q(1) (n~n) .-~ ~ q(2) (rim) -~ . 

zu 15sen. 
Fiir ~ ~ 0 hat man den im vorigen Paragraphen behandel~en Fall 

des harmonischen Oszillators ; wit schreiben die LSsung (53) in der Form 

q ~  ~ an(~n.m-1 q- ~ f f ~ - l , ~ ,  (69) 

wo das Uberstreichen die konjug'iert-komplexe Gr/~l~e bezeichnen solL 
Bilde~ man das Quadra~ und hShere Yotenzen der Matrix qo ~ (qO (nm)) ,  

so ~reten Matrizen yon iihnlicher Form ~u~, niimlieh Summen von Gliedern 

($)(P) = ~. Sn, m - p +  ~m $n-~  ~. (70) 

Daher liegt es ~ahe, die LSsung in der Form 

qO(nm) ~ (_~(1) , . t t )n  m 

/ ,-,(21 q(1) (rim) = (x)Om -~ ,X )nm, (71) 
~/~(D . ',(3) 

q ( 2 ) ( r i m )  ( Y . , n m  -It" ( . i f ) r i m ,  

. . . . . .  . . . . . . . . .  
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anzusetzen, wobei immer ungerade und gerade Werte des Index p ab 
wechseln. 

In der Tat, setzt man das in die N~therungsgleichungen 

(~o ~ - ,o ~ (~ m) ~) q(~) (~ m) - -  2 co~ (~ m) ,o(~> (~.~) qo (~ m) 

+ ~ qo(.k)q~ = O, 
),: k 

~ ]  {co ~ (n k) (qO (n k) q(1)(k n) ~- qO) (n k) qO (k n)) 
k 

+ ~(~)(~k) qo (.k) qo (k.) } =- O, 

(~o ~ _ ~o (. ~)~) q(2) (n ~ )  - -  2 ~o (~ ~) ~0) (~ m) q(~) (. ,~) 
_ (~a) (~ ~)~ + 2 ~o (~ m) ~(2) (~ ~)) qO (~ ~) 

+ : ~  (qo (~ k) q(~) (k ~) + q(~) (~ ~) qo (km)) ---- o, 

k 

+ q(~) (n k) qo (k~)) + ~(~) (.  k) (qo (. t~) q(~) (k~) 

+ qO)(nk)q~ + m(2) (nk) qO (nk) q~ } ----- 0 

ein und beachtet die Multiplikationsregel 

~.]  ~ . k m  ('~'~(p) lq~'l(q) ~ ~-~n n ~n '~m + p {~. m-- p - -q  \ ~ n k  ,.q~tcm , + p , n + p + q  . 
k 

-~  ~-'~n,n +p,n- t -p- -q  ~n ~n + p- -q (~n ,m--p  + q (74) 
-~  ~ n , n - - p  . . . .  p + q ~ n - - p ~ n - - p ~ n , m + p - - q  

+ t2..,,,_p.._~__ q ~._p ~,,_p_q ~, ~+~ + q, 

so sieht man, indem man die Faktoren yon /f,, m-~ einzeln Nnll setzt, 
dag sieh durch den Ansatz (71) alle Bedingungen gerade eHiillen lassen 
nnd daft hi,here Glieder in (71) ideatlsch versehwinden wiirden. 

Im einzelnen gibt die Rechnung folgendes: 
Die erste der Glelchungen (72) liefert naeh Einsetzen der Aus- 

driicke (71): 

die zweite ist identisch erffillt. 

X n ~ - -  

- -  3 090 ~ n  t t t  n § 1 

f o ( ~ l ) _  1 = 0 :  

Man hat also: 

2 ~ 

~, ~ an an + 1 
$ 3 co o 

) 

(72) 

(73) 

(76) 

/ 
l (75) 
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Die erste der Gleichungen (73) liefert: 

(2 2 - ' ' ~ | 2 ~o an can, n + 1 Av 2 a n x n + t ~-  an x~ -I-- a n -  I xn - 1 -~ an + I x~ O, 

--Srn~oy'n + a .~;  + l ~ - a .  + 2x'~---~- O, j1(77) 
~ (.!) ,,n--2 ---- O, 

die zweite Gleichung ist nicht identisch erfiillt, sondern ]iefert eine Be- 
stimmungsgleichung fiir y .  : 

(~n~]n-~ a n U n - - a . - - l ~ l n - - l - - a n - - l Y n - - 1  + 2 I x ' l ~ -  2 Ix'._21 ~ 

~(2) ~(2) I ~ o. (78) ...+,la.i . , . - 1  l a . - ,  = 
~ o  fDo 

Die Liisung lautet: 

1 12 12 
m(~).+1 - -  3m o 

+ l a . _ l  +31a.f ), 

1 (79) 
r 

Yn - -  12 CO~ an an + 1 an + 2. 

Setzt man ferner zur Abkiirzung 

'7- = an ~.  + ~.  Yn, (80) 

so bestimmt sich ~ aus der Gleichung 

CO o 
(si) 

llao 
Die Ausdrtieke (76) trod (79)zeigen, dal~ die GrN3en x~. x~, y; sieh 

durch die LSsung der nullten Niherung an ausdriicken. Ihre Phasen sind 
also durch die des harmonischen 0szillators festge]egt. Anders scheint 

es bei der GrS~e Yn zu liege,; denn zwar ist ~, aus (S1) elndeutig zu 
bestimmen, aber dann lal~t sich y ,  aus (80) nicht v(illig festlegen. Es ist 

wahrscheinlich, dal3 bei der folgenden Naherung eine erganzende Be- 
stimmungsgleichung ~iir Yn entsteht; wir miissen diese Frage bier often 
]assen, mSchten abet auf ihre prlnzipie]le Bedeutung ~iir die Geschlossen- 
heir tier ganzen Theorie hinweisen. Den.  es kommt fiir alle statistischen 

Fragen durchaus darauf an, ob unsere u richtig ist, da6 yon den 
Phasen tier q (nm) e~ne in ieder Zeile (oder in ~eder Kolonne) der Matrlx 
unbestimmt bleibt. 

Zum Schlu6 wollen wir die expliziten Formeln angeben, die mall 
erhalt, wenn man die vorher (w 5) gefunclene LSsung des harmonischen 
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Oszillators einsetzt. 

a n =  ~ C ( n + l )  d'Pn,  C : - - -  

Damlt erh~lt man nach (76), (79), (81): 

a l s o  

Diese lautet in der Normalform nach (63): 

h h 

4 ~ coo 8 ~ v o 

r 

! 

Ugh, = 

C 
~(2n q- 1), 

2 coo 

C ((n  + 1) (n -}- 2) e i (~,~ + ~,~ + 0, 
a cog 

]/C~ ~]~@ 1) (n @ 2)(n + 3)d  (wn+Wn+, +r 
12co~ 

co(l) = O, co( l )  = 0 ,"  
n, n - -  1 n, n - -  2 

5 C co(2) _ _  _ _ _  . , . - 1 - -  gco~n; 

(82) 

(83) 

(s4) 

11 C ~ 

coo 

11 C ~ 
- -  ~ (n  + 1) ~. ~,~ = anyn + {Znyn 9 CO o 

Setzt man Yn -~- [Yn [ e i ~ ,  so wird 

~n 11 ~/~8 ] / ~ - ~  -i-~" .(85) 
l Y n l e ~ 1 7 6  I -- 18 co~ 

Mehr l ~ t  sich in dieser Ngherung tiber Yn nicht aussagen. 
Wir wollen aber die Schlul]formeln unter der Annahme ~n --- ~ 

ausschreiben. Dann ]auten sie (his au~ Glieder yon hSherer als zwelter 
Ordnung in X): 

~5 C / 
co ( n , n - -  1) ---- coo-- ~t ~ ~o ~ n + . . . ,  (86) 

co (n ,n - -2 )  ~-~ 2coo+ . . . ;  

(J 
q(n,,~) -~  - - ; ~ ( 2 n +  1 ) + . . . ,  

coo 

q('~bn--1) : ~-C-7~ei'pn-l( 1+~2 11 ~nd- ) 
" ~  18 coo ~ 

(87) 
C 

q (n, ,~ - -  2) ~--- a, ~ ]/~*'77n - -  1) e i (%~ , + q'n-2) q- . . . ,  

q (n, ~ - -  3) = ~= ]/~8 ] /n(n-  1)(n-2)d@,~-I  +'P-~-2+~n-3) + . . .  
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Wir haben auch die Energle dlrekt ausgerechnet und gefunden: 

W~ h~o(n-~-2) )25 C' ( 1~) : - -  ~ n (n + 1) + + . . .  (88) 
co o 

Die Frequenzbedingung ist in der Tat erfiilltl denn man hat mit Rtick- 
sight auf (82): 

~2C 2 h 
- -  - -  co (n, J~ - -  1), W ~ - -  W ~ _ ~  h V o  ~ ~ + . . .  

h 
W n - -  W n _  2 ~ 2hv o ~ ... ~--- ,~r 

An die Formel (88) kann man mit H e l s e n b e r g  die Bemerkung kntipfen, 
dal] schon in den Gfiedern niederster Ordnung' eine Abweidhung yon der 
klassisGhen Theorle vorhanden ist, die man durch Einftihrung ether ,,halb- 

formal beheben kann. Ubrlg'ens zahligen" Quantenzahl n' = n + ~ 
stimmen unsere Ausdriicke co (n, n -  1) nach (86) and die klassischen 
Frequenzen g e n a u tiberein. Denn die klassische Energie ist 2): 

W~ k0 hv o n - ~ 2  5 C 2n2 = . - ~  + . . . ,  
coO 

also die klassische Frequenz: 

1 0 W (k0 ~ 5 C ~ 

1 
---- coqu (~t, n - -  l) --~'~b ( w ~ q u )  - -  ~]r(qzt)'~rV n -  l J" 

Wir haben schliel3Hch geprifft, dal3 der Ausdruck (88) auch aus der 

K r a m e r s - B o r n s c h e n  StSrungsformel erhalten werden kann (bis auf die 
additive Konstante). 

K a p i t e l  IV. B e m e r k u n g e n  zur  E l e k ~ r o d y l l a m i k .  

Nach H e i s e n b e r g  sollen die Quadrate der Absolutwerte [q(nm) [2 
der Elemente yon q fiir den Fall, daI~ q kartesisehe Koordinate ist, ma$- 
gebend fiir die S p r u n g w a h r s c h e l n l i c h k e i t e n  sein. Wit  mSehten 

hier zum Schlul] noch ausfiihrcn, in weleher Welse diese Annahme aus 
allgemeineren UberlegungGn heraus eine Begrtindung erhalten kann. Not- 
wendig ist dazu ein Eingehen auf die Frage, wle die Grundgleichungen 

der Elektrodynamik im Sinne der neuen Theorie umzudeuten stud. Wir 
m~ehten aber betonen, da~ die hier mltgeteilten ~berlegungen nur vor- 
laufigen Charakter haben ; sie sollen unsere grundsatzliehe Stelluugnahme 

zu der Aufgabe erkennen lassen. Eine ausfiihrliehe Behandlung' tier hier 

l) S. 1~. Born, Atommeehanik (Berlin 1925), 4. Kapitel, w S. 294; in tier 
Formel (6) ist a = 1/a zu setzen, um mit unserem Ansatz in ~bereinsfimmung 
za kommen. 
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auftretenden Fragen sell spgter gegeben werden, wobei vet allem das 
Yerh~ltnis der dargelegten Theorie zur Theorie der Liehtquanten erSrtert 
werden wird. 

Wir wollen hier nur solehe Punkte zur Spraehe bringen, die ohne 
Eingehen auf die exaktc Form der Quantenbedingung fiir Systeme von 
mehreren Frelhei~sgraden gewonnen werden k(innen. Daft man dabei in 
der Elektrodynamik bereits zlemlich weir kommt, kann man dutch fol- 
gende ~berlegmtg einsehen. Der elektromagnetisch sehwingende H o h l- 
r a u m  stellt ein System yon u n e n d l i c h  v i e l e n  F r e i h e l t s g r a d e n  dar. 
Trotzdem reichen die in den vorangehenden Kapiteln entwiekelten Grund- 
satze, die sich ia nur auf Systeme yon e inem Freiheitsgrad beziehen, zu 
seiner Bohandlung aus, well er, nach Eigenschwingungen aualysiert, in ein 
System u n g e k o p p e l t e r  Oszillatoren iibergeht. Es ist kaum ein Zw~ifel 
miigllch, wle man dieses System zu behandeln hat. Dabei erweist sich 
der Umstand, da~ die elektromagnetischen Grundgleichungen linear slnd 
(Superpositionsprinzip), yon besonderer Bedeutung; denn darans folgt, 

dal~ die Ersatz-0szillatoren h a r m o n i s c h  sind, und gerade beim har- 
monischen Oszi]lator besteht - -  im Gegensatz zum Yerhalten anderer 
Systeme - -  die Gfiltigkeit des Energiesatzes unabhiiagig yon der Quaaten- 
bedingung : Aus 

2 t / ~  -~ ( f  + COo q') 

_ _  1 2 
- -  ~COo ( - - q p - - p q - ~  p q  ~- qp) 
~ 0 .  

~[an wird daher erwarten, da~ in entsprechender Welse die Integrals~itze 
der Elektrodynamik des Vakuums (Energie- mtd Impulssatz) ganz all- 
gemein aus den matrizemn~llig umgedeuteten ~Iaxwellschen Gleichungen 
allein ohne Eingehen an[ die Quan~enbedingung zu gewlnnen sind. Iudem 
wir dies zelgen, gewinnen wit zugleich das ]gittel, die He i senbergsche  
Behauptung you der Bedeutung der ]q (n m)I n z u begriinden. 

w 7. M a x w e ] l s c h e  G l e i c h u n g e n ,  E n e r g i e -  und  Im p u l s sa t z .  
Wit wollen verabreden, da] Vek to r en i  wle iiblieh, stets dutch deutsche 
Buchstaben bezeichnet werden, wahrend die Unterseheidung yon Zahlen 
und Matrizen durch Schwach- uud Fettdruck beibehalten wird. Die 
~[al~einheiten w~len  wit im Ansehlul] an das Lehrbuch yon A b r a h a m  1). 

Die elektromagnetischen Vorgfinge im Vakuum wird man darstellen 
kSnnen als Superposition ebener Wellen. In einer solchen ebenen Welle 

1) M. Abraham, Theorie der Elektrizit~t, II. Leipzig 1914. 
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werden wir die elektrische und die magaetische Feldstarke {~, .9 als 

M a t r i z e n  aasehen, deren Elemente harraonisch schwingende ebene Wellen 
sind, also z. B. bei geelg~mter Lage des Koordinatensysteras 

~., z ( e  (nm)e2Zi~'(n")(t-~)). (89) 

Freilich mul~ damlt gerechnet werden, dal] n, m sieh ira allgemeinen 

nicht raehr auf eine diskrete Menge yon Werten besehriinken und auch 
nieht raehr einzelne Zahlen, sondern ZaMensysterae (Vektoren) bezeiehnen. 

Die Maxwel lschen Gleichungen wird man als Matrizengleichungen 

beibehalten: 
1 �9 

1 ~ ~ (~, rot ~-~-  V 9  ~ O. (90) rot .9 - -  c 

Die Differentiationen nach x, y, z, t sind dabei in jedem einzelnen Element 
der Matrix ausgefiihrt zu denken 1). 

Wir wollen nun den Energie-Impulssatz ablelten; dazu ist es not- 
wendig, einige Beraerkungen fiber die Multiplikation yon Matrlzenvektoren 

vorauszuschleken. 
Wir definieren das s k a l a r e  P r o d u k t  durch 

das V e k t o r p r o d u k t  durch 

Da die Matrizemnultipiikation nicht komrautativ ist, gelten die Be- 
ziehungen 

im allgeraeinen nicht .  

Dagegen behaupten wir: 

div [~[ ~ ]  = (rot ~ ,  ~ )  - -  (~[, rot ~) .  (93) 

Wir deflnieren nun die E n e r d i e h t e  b[2 (als skalare Matrix) dutch 

1 2 w = ~ ((~ + .9~). (~4) 
Dana wird naeh (11) 

= e r  + r + .9.9 + $.9, 
und nach (90): 

8 z  
- -  W = (~, rot .9 )  + (rot  .9 ,  ~ )  - -  ( .9 ,  ~ot  q , )  - -  (rot ~, 9 ) ,  

1) Unter Umstiinden ist eine andere Auffassung des elektromagnetischen 
Feldes erforderllch, bei der die r~iumlichen Koordinaten nicht als Zahlen, sondern 
selbst wieder als Matrizen erscheinen; das hat eine entsprechende Anderung der 
Bedeutung der riiumlichen Differenzialquotienten in den ~[axwellschen Glei- 
chungen zur Folge. Wir kommen hierauf in der Fortsetzting der Arbeit zurtick. 
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also nseh (93) I~ + div ~ = O, (95) 

O 
wo 6 = ~ ([{~ ~1] -- [~  1~]). (96) 

Das ist der Poyntingsche Satz fiir die Matrlzenelektrodynamik; 

bedeute~ den S t r a h l v e k t o r .  
In ~hnlieher Weise l~l]t sich der Impulssatz ableiten: Man-deft- 

niert die Maxwe l l s chen  S p a n n u n g e n  durch: 

T , ,  : 1 ( ~  - -  {~g - -  e~)  + (.q')~ - -  ~ - -  ~ ) ,  

(97) 
T y ~ =  1 s= (e,,eo + eze,, + -%.9~ + .9-9P 

und die I m p u l s d i e h t e  der Strahhng durch 

1 1 
g : 7 6 :  8 ~ ([~-9]-- [-9 ~]). (98) 

Dann erhalt man durch ~hnliche Rechnung: 

OT,, OT, y OT~ (99) 
g ~ :  Ox + ~ - y  + Oz " 

Na~iirlich gowinnen diese Bezishungen an ~Ybersichffichkeit, wenn 
man die vierdimensionale Darstetlungsweise der Rela~ivi~ats~heorie benutz~. 
Eine systematische Behandltmg der visrdlmensionalen Vektoranalysis und 
der Relstivitatstheorie auf der Basis der Matrizentheorie mi~ ihrer nicht- 
kommutativen Multlpllkatlon soll an anderer Stelle gegeben werden. 

w 8. K u g e l w e l l e n .  S t r a h l u n g  eines Dipols.  Indem wit 
unser Ziel, die Strahhmg eines 0szillators zu berechnen, verfolgen, miissen 
wir jetzt K u g e l w e l l e n  ins Auge fassen. 

Hierzu werden wir den H e r t z s c h e n  V e k t o r  :3 sis Matrizenvektor 
einltihren; sus :3 gewlnnt man {~ und .~ vermSge der Gleichungen : 

1 ] ,  1 r o t 3 .  (100) {~ = grad div : 3 -  e ~ ~ = c 

In der klassisehen Theorie ist fiir eine Kugelwelle ~ proportional mlt 
_ _  t r 

r 

Nun lallt sich bekannflieh dieser Ausdruck als Superposition ebener 
Wellen schreiben 1), aut Grund der Identit~t 

e~r--r 2~ix Iet~.(r~)deo; (101) 

1) Siehe etwa P. D e b y e ,  Ann. d. Phys. 80, 755, 1909; Formel (7"), S. 758. 
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dabei ist r der Zahlenvektor vom Zentrum der Kugelwelle zum Auf- 
punkt, S ein Einheitsvektor, d co ---~ d G d Sy d 6z. Mithin lal]t sich auch 
in unserer Theorie aus ebenen Wellen, dargestellt dureh Matrizen der 
Form (89), mittels Integration fiber die Richtung der Wellennormale 
die Darstellung einer Kugelwe]le gewinnen: 

/ 

.3 ~ (eq (nm) - - (102) 

dabei stellt die Matrix e q ~ (eq (rim)) das elektrische Moment dar, das 
die Welle erregt. 

Die Rechnungen, die yon bier zur Bestimmung des elektronlagne- 
tischen Feldes nnd der Ausstrahhng fiihren, sind dieselben wie in der 
k]assisehen Theorie, da r als Zahlenvektor mlt jeder Matrix vertauschbar 
ist. Man erhalt 

und daraus 

e l  / 

e 

e 
6 -  4 ; ~  7 [~']" (lo4) 

Die Integration ~iber alle Raumrich~ungen erfolgt in derselben Weise 
wie in der klassischen Theorie. Das Resultat ~fir die pro Sekunde aus- 

gestrahX~e Energie lautet: J 1 r  d~ = 2 e ~ 
(105) 

Um die mi t t lere Ausstrahlung zu erhalten, hat man dlesen Ausdruek 

~ber die Zei t  zu mitt~eln; dadureh entsteht die Diagonahnatr ix :  

2 e ~ - -  
3 c a ~" (106) 

Sehwingt der Oszillator in einer fesfen Richtung, so k/Jnnen wir den 
Matrizenvektor q durch den Matrizenskalar q ~ (q(nm)) ersetzen; dann 
wird die Ausstrahlung 

2e '~ 32 ~r4e~ ( ~  ) 
3c~ ~ - -  3c~  , , ( , ~ k ) ' t q ( . k ) l  ~ �9 (107) 

Wir kennen hier noch keine vollstandlge Theorie der AusstraMung 
geben, aus der man zwangs]~ufig auf die Zuordnung der elnzelnen Glieder 
dieser Reihe zu den station~ren Zust~nden sehlie/]en kSnnte; denn dazu 
ware eine genaue Untersuehung der Riickwlrkung der S~rahlung auf den 
Oszillator nS~ig, also eine Theorie der Dampfung. Darau[ werden wir 
spKter zurfickkommen. Hier wollen wir nur prfifen, ob die Ausstrahlung 
wirklich dutch die Gr56en I q (n k) [ ~ bestimmt wird; der Ausdruek (107) 
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zeigt, da~ das der Fall ist, aber zugleich sehen wit, dal] die hingeschriebene 
GriiBe nicht die gesamte, yon einem stationaren Zustand ausgehende 
spontane Strahlung ist. Denn die spontanen Uberg~nge erfolgen immer 
nnr nach Zustanden kleinerer Energie, oder bei geeigneter Numerierung 
nach Zustiinden kleinerer Quantenzahl. Wir kiinnen nun in ganz formaler 
Weise angeben, wie sieh dieser Umstand in unserer Theorie ausdriieken 

wird; dazu bilden wir nicht den Mittelwert, sondern die D i a g o n a l -  
s u m m e  der Strahlungsmatrix (105); das gibt 

19 

Hier kiinnen wir reehter t tand umsummieren and schreiben: 

64 ~4 e ~ 

\ k . ~ n  

Damit ist die gewiinsehte Zuordnsag erreieht: Zu ~edem Zustand n 

gehSrt die Strahlung, die den Ubergangen zu allen Zustanden k ~ n ent- 
spricht, ~ede mit der aus der klassischen Theorie beka~mten ~ntensit~t. 
Das stimmt mit der Erfahrung iiberein, wenn man voraussetzt, dal~ die 

Indizes n nach wachsenden Energlen Wn geordnet sind. 
Damit ist H e i s e n b e r g s  Annahme in dem oben gekennzeichneten, 

beschrankten Sinne gerechtfertigt. 
Es sei gleieh bier betont, dab diese Feststellung beziiglich der 

Sprungwahrseheinlichkeiten unabhangig ist yon tier Voraussetzung der 

Nichtentartung des Systems, d. h. der Verschiedenheit aller Wn. Zum 
Schlu$ heben wir noeh hervor, da$ ,nit den Ubergangswahrscheinllch- 
kelten aueh die s t a t i s t i s c h e n  G e w i e h t e  der Zustiinde Yestgelegt 
sind, und zwar muff iedem der dutch eine Zeile und Spalte bzw. ein 
Diagonalglied yon 142 gekennzeiehneten Zustande das g l e i c h e  statistische 
Gewicht zugeschrieben werden. Dal3 dieses Ergebnis (in seiner Ver- 
al]gemeinersag auf Systeme yon mehreren Freiheitsgraden) yon selbst 
auf das Grundprlnzip der B o s e - E i n s t e i n schen Lichtquantenstatistik 

fiihrt, soll sparer erl~.utert werden. 
A n m e r k u n g  b e i  t ie r  K o r r e k t u r .  Die angektindi~e u 

allgemeinerung der Theorie auf mehrere Freiheitsgrade ist inzwischen 
gemeinsam mit Herrn W. H e i s e n b e r g ausgearbeltet worden sad wird 
in der Fortsetzsag dieser Arbeit dargestellt werden. Dort werden auch 
verschiedene schon hier beriihrte Punkte ausfiihrlieher erSrtert werden, 

die inzwischen welter geklart werden konnten. 


