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Zur Quantenmechanik .  II. 

Von M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan in GSttingen. 

(Eingegangen am 16. November 1925.) 

Die aus H e i s e n b e r g s  Ans~tzen in Teil I dieser Arbeit entwickelte Quanten- 
mechanik wird auf Systcmc yon beliebig viclen Freiheitsgraden ausgedehnt. Die 
StSrungstheorie wird fiir nicht entartetc und eine gro~e Klasse entarteter Systcme 
durchgefiihrt und ihr Zusammenhang mit der Eigenwerttheorie H e rmi te  scher Formen 
nachgewiesen. Die gewonnenen Resultate werden zur Ableitung der S~tze iiber 
Impuls und Drehhnpuls mad zur Ableitung von Auswahlregeln und Intensit~ts- 
formeln benutzt. Sehtiefllich werden die Ans~tze der Theorie auf die Statistik 

der Eigensehwingungen eines Hohlraumes angewendct. 

E i n l e i t u n g .  Die vorliegende Arbeit versucht den weiteren Ausbau 
der Theorie einer allgemeinen quan~entheoretisehen ~[echanik, deren 

physikalische und mathematische Grundlagen in zwei vorausgegangenen 
Arbeiten der u 1) dargestellt sind. Es erwles sieh als m~glieh, 
die genannte Theorie auf Systeme yon mehreren Freiheitsgraden zu er- 

weltern 2) (Kap. 2) und dutch Einfiihrung der ,kanonlsehen Transforma- 
tionen" das Problem der Integration der Bewegungsgleichungen auf be- 
kannte mathematische Fragestellungen zurfickzufiihren; dabei ergab sich 
mittels dieser Theorle der kanonischen Transformationen einerseits eine 
StSrungstheorie (Kap. 1, w 4), die eine weitgehende ~hnllehkeit mi~ der 
klassisehen St~rungstheorie aufweist, andererseits ein Zusammenhang der 

Quantenmeehanik mit der mathematisch so bochentwlekelten Theorie der 
quadratisehen Formen unendlich vleler Variablen (Kap. 3). - -  Bevor wir 

aber auf die Darstel]ung dieser weiteren Entwieklnng der Theorie e~n- 
gehen, werden wir ihren physikalisehen Inhalt genauer zu umgrenzen 
suchen. 

Der Ausgangspunkt der versuch~en Theorie war die ]Jberzeugung, 
alas es n~eht m~glieh sein werde, der Schwierigkeiten, die uns in der 
Quantentheorie gerade in den le~zten Jahren auf Schrltt und Trit t  be- 
gegneten, Herr zu werden, ehe fiir die ]~eehanik der Atom- und Elek- 

tronenbewegungen ein mathematlsches System von Beziehungen zwisehen 
prinzipiell beobachtbaren Gr~$en zur Ver~gung st~inde yon Khnlicher 

1) W. Heisenberff,  ZS. f. Phys. 83, 879, 1925. ~[. Born und P. Jordan, 
ZS. f. Phys. 84, 858, 1925. Im folgenden als' (Teil) I zitiert. 

2) Anm. bei der Korr. In einer inzwischen erschienenen Arbeit von P. Dirac 
(Proe. Roy. Soc. London 109, 642, 1925) sind unabh~ngig einiffe der in Teil i und 
in dieser Arbeit enthaltenen Gesetzm~i~igkeiten und weitere neue Folgerungen aus 
der Theorie angegeben worden. 
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Einfaehheit und Einheit, wle das System der klassischen Mechanik. Ein 
solches Sys~m yon quantentheoretischen Beziehungen zwlschen beobacht- 
baren Gri~l]en wird allerdings gegeniiber der bisherigen Quan~entheorie 
den •angel aufweisen miissen, dal3 es nioht unmittelbar geometrisch an- 
schaulich interpretiert Werden kann, da ja die Elektronenbewegungen 
nich~ in den uns getauflgen Begriffen yon Raum und Zeit beschrieben 
werden ki~nnen; es wird ein charakteristischer Zug der neuen Theorle 
sein, da~ sie ebensosehr eine Ab~inderung der bisherigen Kinematik wie 
der bisherigen Meehanik darstellt; es wlrd aber ein wichtiger Vorzug 
dieser Quantenmeehanik darin bestehen, dal~ die Grundpostulate der Quanten- 
theorie einen vollkommen organischen Bestand~eil dloser Meehanik aus- 
machen, dal~ also z.B. die Existenz diskreter statlon~rer Zust~nde fiir die 
neue Theorie ebenso natiirlich ist, wie etwa die Existenz diskreter 
Eigenschwingungsfrequenzen flit die klassische Theorie (vgl. Kap. 3). 
Wenn man eben die fundamentalen, dureh die quantentheoretlsehen 
Grundpostulate gegebenen Unterschiede zwisehen Quantentheorie und 

klassischer Theorie im Auge behalf, so sehelnt uns ein Formalismus, Me 
der in den beiden oben zltier~en Arbeiten und im folgenden versuchte, 
wenn er slch als rlchtig erweisen sollte, eine Quan~enmechanik darzu- 
stellen, die tier klassischen so ahnlich is~, Me man nur irgendwi o hoffen 
konn te .  Wit erlnnern hler nut an die Giiltigkelt yon Energle- und 
~npulssatz und an die Form der Bewegungsgleichungen (Kap. 1, w 2). 
Dieser ~hnllchkeit der neuen Teorle mlt der Massischen entsprleht es 
aueh, dai] yon einem selbst~ndigen Korrespondenzprinzlp neben dleser 
Theorle wohl nicht die Rede sein kann; vielmehr kann die Theorie selbst 
als exakte Formulierung des Bohrsehen Korrespondenzgedankens auf- 
gefa~t werden. Es wird elne wlchtige Aufgabe fiir die weitere En~wiek- 
lung der Theorie sein, die Art dieser Korrespondenz genauer zu unter- 
suehen und den ubergang yon der symbolisehen Quantengeometrie in die 
ansehauliehe klassische Geometrie zu besehrelben. I~n Hinbliek au~ 
diese Frage schelnt es uns eln besonders wesentlieher Zug der neuen 
Theorie, dal~ in ihr die kontinuierlichen Spektra und die Linienspektra 
der Atome gleichbereehtlg~ nebeneinander auttreten, d.h. als L(isung ein 
und derselben Bewegungsgleichung erseheinen und mathematiseh eng mir 
einander verkniipft sind (vgl. Kap. 3, w 3); eine Un~erseheidung zwisehen 
,gequantelten" und ,,ungequantelten" Bewegungen verliert in dieser 
Theorie ofienbar jeden Sinnl da in ihr nicht yon einer Quantenbedingung 
die Rede is~, die bestimmte Beweguagen aus einer grol]en Anzahl yon 
miiglichen aussonder~; an Stelle dieser, Bedingung tritt vielmehr eine 
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quantenmeehanische Grundgleiehung (Kap. 1, w 1), die fiir a l le  miiglichen 
Bewegungen Geltung hat und die notwendig ist, um dem Bewegungs- 
problem iiberhaupt einen bestimmten Siun zu geben. 

Obwohl wir nun gerne aus der mathematischen Einheitlichkeit und 
Einfachhelt der bier versuchten Theorie schlieBen mSchten, dab sie sctlon 
wesentliche Ziige der wirklichen VerhMtnisse beim Problem des Atom- 
baues wiedergibt, so muB man sieh doch dariiber klar sein, dab die Theorie 
eine LOsung der prinzipiellen Schwierigkeiten der Quantentheorie noch 
nleht geben kann. Die Krafte, die dem Strahlungswiderstund der klassi- 
schen Theorie entsprechen, sind noch nieht in die Theorie eingearbeitet 
und ftir den Zusammenhang des Problems der Kopplung mit der bier 
versuchten Quantenmeehanik sind nur einlge undeutliche Anzeichen vor- 
handen (vgl. Kap. 1, w 5). Trotzdem scheint es, als ob diese prinzlpiellen 
quantentheoretischen Sehwlerigkeiten yore Standpunkt der neuen Theorie 
aus ein anderes Aussehen zeigten, als bisher und als ob doch eine mehr 
als bisher begriindete Hoifnung zur spateren LSsung dieser Probleme 
bestiinde. Denken wir z.B. an die Frage der StoBprozesse. Auf die 
grundsatz]ichen Schwierlgkelten, die in der bisherigen Theorie elner Ver- 
einigung der Grundpostulate der Quantentheorie mit der Gtiltigkelt des 
Energiesatzes bei schnellen St(il]en im Wege stehen, hat in letzter Zeit 
besonders Bohr  1) hingewiesen. In der hier versuchten Theorie ergeben 
sich nun sowohl die Grundpostulate, wle der Energiesatz als mathemati- 
sche Folgen der quantenmechanischen Gleichungen und die Ergebnisse der 
F ranck- t I e r t z schen  Stoiiversuche schelnen so eine naturgemal]e mathe- 
matisehe Konsequenz der Theorie; daher daft man hoffen, dab bei einer 
kiinftigen Behandlung der StoBprobleme auf Grund der Quantenmechanik 
eben wegen des organischen Zusammenhanges der Grundpostulate mit 
dieser Mechanik Schwierigkeiten der erwahnten Art nicht auftreten werden. 

Der Fragenkomplex der anomalen Zeemaneffekte zeigt zunachst vom 
Standpunkt der bier versuchten Theorie aus kaum eln anderes Aussehen 
als bisher. Der in den Grundvoraussetzungen dieser Theorle enthaltene 
innige Zusammenhang der ,,aperiodischen" und der ,periodischen Bahnen" 
bringt zwar mit sieh, dab wir nlcht sicher sein kSnnen, dab das 
L armorsehe Theorem allgemeln gilt (Kap. 4, w 2); die Voraussetzungen 
fiir die Giiltigkeit dieses Theorems sind beim Oszillator, nieht abet ohne 
weiteres beim Kernatom erfiillt. Doch ist es nieht wahrscheinlich, dab 
dieser Gesiehtspunkt zu einer Deutung der anomalen Zeemaneffekte fiihren 

1) N. Bohr, ZS. f. Phys. 84, 142, 1925. 
39* 
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kann; vielmehr diirfte die Quantenmeehanik bei den Zeemaneffekten mit 
denselben Schwierigkeiten zu kampfen baben wie die bisherige Theorie; 
das Problem der anomalen Zeemaneffekte ist abet neuerdings dureh eine 
Note yon U h l e n b e c k  und G o n d s m i t  1) in ein neues Stadium getreten. 
Diese Verfasser machen die Annahme, dab das Elektron selbst ein mecha- 
nisehes and magnetisches Moment besitze (deren VerhMtnis doppelt so 
grol] sein solle, wie bei Atomen), dal] es also eigentlich gar keine ano- 
malen Zeemaneffekte gebe; dutch diese Annahme fallen die Schwierlg- 
keiten bei den statistischen Gewichten fort and es ergibt sieh eine quali- 
tative Deutang sii.mtlieher mit dem Problem der Multlplet~struktur und 
der Zeemaneffekte zusammenh~ngenden Phanomene; die Frage, ob man 
dadurch sehon eine quantitative Dentung dieser Erscheinungen erhalt, 
kann allerdings erst dutch genauere Untersuchungen mlt den ~ethoden 
der Quantenmeehanik beantwortet werden; einige Resultate des Kap. 4 
scheinen beziiglich der Zeemaneffekte diese Hoffnang auf die MSgliehkeit 
einer spateren quantltativen Deutung zu bestarken. 

Sehliel]lich haben wir noch versucht, ein bekanntes statistisehes Pro- 
blem mit den dureh die Theorie gegebenen neuen ]~ethoden zu behandeln: 
Bekanntlich kann man dureh Quantelung der Eigenschwingungeu eines 
(in spiegelnde W~nde eingesehlossenen) tIohlraums naeh den bisherigen 
Methoden zu Ergebnissen kommen, die eine gewisse Xhnlichkeit mit den 
Ansittzen der Lichtquantentheorie aufweisen und die eine Ableitung der 

Planckschen Formel gestatten. Man erh~l~ aber, wie stets yon E in -  
s t e in  2) hervorgehoben wnrde, bei einer solchen halbklasslsehen Behand- 
lung der Hohlraumstrahlung einen falsehen Wert fiir das mittlere 
Schwankungsquadrat der Energie in einem Teilvolumen. Dieses Ergebnls 
muff als besonders sehwerwlegender Einwand gegen die bisherigen 
Methoden der Quantentheorie angesehen werden, well es sich einerseits 
hier um eln Versagen der Theorle schon belm elnfachen Problem des 
harmonisehen 0szillators handelt, and weil andererseits die genanate 
Sehwierigkeit auch bei ieder Statistik der Eigenschwingungen irgend eines 
mechanischen Systems, z.B. eines Kristallgitters, auftreten wilrde. Wir 
haben nun gefunden, dal3 die auf Grund der Kinematik und Mechanik der 
bier versuchten Theorie durehgefiihrte entsprechende Reebnnng zum 
richtigen Werte des Schwankangsquadrates, wie zur P lancksehea  Formel 
fiihrt, was wohl als wiehtige Stiitze ftir die hier versuchte Quanten- 
mechanik anzusehen ist. 

1) G. Uhlenheck und S. Goudsmit, Naturwiss. 13, 953, 1925. 
2) A. Einstein,  Phys. ZS. 10, 185, 8!7 , 1909. 
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K a p i t e l  1. S y s t e m e  yon  e inem F r e i h e i t s g r a d .  

w 1. G r u n d p r i n z i p i e n .  I. Eine quantentheoretisehe GrSfie a 
- -  sei es Koordlnate oder Impuls oder irgend eine leunktion beider - -  
wlrd reprRsentiert dureh die Gesamtheit der G~iil~en 

a(nm) e2 ~'(~'~)t (1) 

oder auch unter Weglassung des tiir alle zum System gehiirigen GrSl~en 
gleichen (nut yon den Indizes n und m abhangigen) Faktors e2ai'(nm) t 
durch die Gesamtheit der Zahlen 

,~(~m). (2) 
Wir ktinnen also von einer (iibrigens unendlichen) ,,Matrix" a sprechen. 

II. Die Rechenoperationen, wie Addition, Multiplikation der quanten- 
theoretischen Grii~en slnd entsprechend den ftir Matrizen giiltigen Reehen' 
regeln defiaiert. 

ITL Gegeben sei eine durch Additionen tmd Multiplikationen yon 
Matrizen definierte Funktion f(Xl, xs, . . .  Xs), wo die X1, xs, . . .  x 8 quanten- 
theoretische Griil3en bedeuten. Dann tiihren wir zwel Arten yon Differential- 
quotienten der Funktion f nach einer der GrSl~en x (etwa xl) ein: 

a) Differentialquotient erster Art: 

Of  ~ lim f ( x l  ~- a 1, )Q, . . . ,  xs) - -  f ( x  1, x 2, . . . ,  xs) 

wo ~r eine Zahl und 1 die durch 

I 1  fiir n~--- m 
l = (~nm)' Snm : 0 ,, n ::~:: m 

deflnierte Einheitsmatrix ist. 

b) Differentialquotient zweiter Art, definiert dureh 1) 

0 f c)D (f) 
Oz,  (n~) - -  O x , ( ~ n ) '  (4) 

wo  D (f) die Diagonalsumme der Matrix f bedeutet. 
~u~erlich werden wir die beiden Arten yon Differentiationen durch 

den Bruchs~rieh [dicker Bruchstrich fiir a), dtinner fiir b)] unterscheiden. 
Die Differentiation zweiter Art  wurde in Teil I aussehliel]lieh be- 

nutzt, da sie eine einfache Formuliertmg des Varlationsprinzips d e r  
Quantenmechanik ermSglicht und daher als naturgem~fl erseheint. Fiir 
manche Rechnungen ist jedoch der Differentialquotlent erster Ar~ be- 
quemer zu handhaben. Allgemein mag bemerkt werden, daft die Ein- 
fiihrung elnes Differentialquotienten in der Quantenmechanik etwas 

~) Vgl. Teil I. 
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kiinstlich ist und da~ die 0perationen der linken Seite von (6) das 
naturgemille Analogon zum Differentialquotienten der klassischen Theorie 
darstellen. Es ist fiir die Formulierung der kanonisehen Gleichungen 
wichtig, festzustellen, dall flit die Energiefunktion ] ' ] (pq )  die beiden 
Arten (3) und (4) der Differentiation identisch werden 1). 

IV. Das Rechnen mit  den quantentheoretischen GrN]en wiirde wegen 
der Iqichtgiiltigkeit des kommutat iven Gesetzes der Multiplikation in 
gewissem Sinne nnbestimmt bleiben, wenn nieht tier Wer t  yon p q - -  q p  

vorgeschrieben wtirde ~). Wir  ftihren daher als fundamentale quanten- 

meehanische Relation ein: 
h 

P q - - q P =  2 ~ 1 '  (5) 

Au~ die korrespondenzma$ig-physikalische Bedeutung dieser Relation 
werden wir sparer zu sprechen kommen. An dieser Stelle scheint es uns 
wiehtig, hervorzuheben, dal~ Gleichung (5), Kap. 1, die einzige miter 
den Grundgleichungen der bier versuehten Quantenmechanik ist, in welchen 

die P l a n c k s e h e  Konstante h vorkommt. Es ist befrledigend, daI~ die 
Konstante h an dieser Stelle schon in so einfacher Form in die Grand- 
lagen der Theorie eingeht; aul~erdem erkennt man aus (5), Kap. 1, da$ 
die neue Theorie im Limes h : 0 in die klassische iibergehen diirfte, 

wie es physikalisch gefordert werden muir. 

1) In der Tat wurden ja ffir die Energiefunktion H in Tell I nicht irgend- 
welche 1%nktionen etwa der Form 

I']* : -  ~ asrpS q r 

zUgelassen, sondern durch symmetrisierte Funktionen ersetzt, die zu denselben 
Hamiltonschen Gleichungen Anlafl gaben: 

1 ~ p~--~qrp~. 
H =  ~ a, r s + 1~=0 

Fiir diese symmetrisierten Funktionen H aber gilt nach den in Teil I abgeleiteten 
Formeln 

1 Is--1 s i 

I 
,--i 5H 

= ~ as r ~ pS--l--lqrp~ = 
l ~ o  

r -1  ~ H  
5 I"[ r s p.~--lqr--ipl ~ qr-- l -- jpSqj  = 

l : O  j = 0  
~) Die Bewegangsgleichungen lassen lodiglich erkennen, daft diese Differenz 

eine Diagonalmatrix sein muff. 
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Aus der Gleichung (5), Kap. 1 kann noch eine sparer, wichtige Be- 
ziehung abgeleitet werden: 

Sei f (pq )  irgend eine Funktion yon p und q, so gilt: 

Of h~ 
f q - - q f  = Op 2 ~ i '  

(6) 
Of h! 

P f - - f P  - -  Oq 2~ i  

Denn nehmen wir einmal an, diese Gleichungen seien riehtig fiir 
irgend zwei Funktionen ~ und ~,  dann sind sie aueh riehtig fiir ~ + 
und ~ .  ~ .  Fiir ~ + ~ ist dies trivial, fiir ~ .  ~ ergibt eine leiehte 
Rechnung: 

= (  O~ c)ep~) h _ _ 0 ( ~ )  h 

analog tiir p ~ ~ -  9o ~ p. 
Nun gilt die Relation (6) fiir p und q, also auch fiir iede Funktion f, 

die lormal nach Potenzen yon p und q entwiekelbar ist. 
w Die k a n o n i s e h e n  G l e i e h u n g e n ,  E n e r g i e s a t z  und 

F requenzbed ingung  Seien jetzt eine Energiefunktion /-/(pq) und 
die zugeh(irigen kanonisehen Gleiehungen 

O H  OH 
P : - "~q;  q : O p  (7) 

gegeben. Ans dem Kombinationsprinzip fiir 

v(nm) -{- v(mk) = v(nk) (S) 

iolgt, daft v dargestellt werden kann in der Form 

W. --W~ 
v (rim) = h (9) 

Wir ftihren jetzt eine quantentheoretische Griifle W ein als ,,Term- 
griM3e ", definiert durch 

[ W .  far n : m 
W(nm) 

0 , n : C : m .  

[42 ist also eine Diagonalmatrlx. 
Dann gilt flit irgend eine quantentheoretische Grilfle: 

2~ i  
= ~ -  (Wa - -  a W). 0o) 

In der Tat war ia (vgl. Tell I) h definiert dutch 

a(nm) = 2~iv(nm)a(nm).  
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Zu den Grtmd.pfeilera der Theorie, die wir bier aafzabauen suchen, 
gehiirt der Eaergiesatz (]-] : const) und die Frequeazbedingung 

(v(nm) = H n - t t m  ) 
h ; H~ = W~ + coast 

Den Beweis Iiir diese beidea Satze fiihren wir, indem wir die Be- 
ziehungen (6) und (10) in G1. (7) (Kap. I) einsetzen. 

Dann ergibt sich: 

W q - - q W =  Mq--qM} (11) W p - - p W - - ~  H p - - p H  
oder auch 

( W -  H )  q - q ( w  - H )  = o, 

(W-- H) p -- p (W-- H) ---- o. 

Die Gr(iBe b[2-- ]'] ist also mit p uad q, daher auch mit ]eder Fanktioa 
yon p, q, insbesondere auch mit ]-] vertauschbar: 

(W -- H) H -- H ( W - -  H) : o. 
Daraus folgt nach (10), Kap. 1: 

/ '~ : O. (12) 

Damit ist der Eaergiesatz bewiesea, ]-] ist als Diagonalmatrix 
H(nm) : ~n,nHn erkannt. Aus [(11), Kap. 1, folgt nun unmittelbar 
auch die Frequenzbeding~g: 

d.h.  
q ( .~)  (H,~ - -  tt.,) -= q (am) (w,~ - w~), (13) 

H~--H~ 
h = v(nm). (14) 

Wir haben bisher aus den kaaonlschen Gleichangea mit ]{fife der 
Grtmdgleichung (5), Kap. 1, Energiesatz und Frequenzbedingtmg be- 
wiesen. Nachtraglich aber kSnnen wir den Beweis auch umkehren. Wir 
wissen, daft Energiesatz und Frequeazbedingung richtig sind. Wean 
also die Energiehmktion /-] als analytische Ftmktion irgendwelcher 
Variablen P, Q gegeben ist, so gelten immer dana, wean 

h. 
P Q - Q P =  2~-~ 1 

ist, die kanonischen Gleichuagen: 

~-5' P:-oQ 
Dies Iolgt unmittelbar daraus, daft die Griifiea P M  - -  ]-]Pbzw. t'](~ - -  O H  
in doppelter Weise, n~imlich entsprechead (6), Kap. 1, und entsprechend 
Gleichung (10), Kap. 1, interpretiert werden kSnnen. 



Zur quantenmechanik. II. 565 

w 3. K a n o n i s e h e  T r a n s f o r m a t i o n e n .  Unter einer ,,kanonischen 
Transformation" der Variablen p, q in neue Variable p, Q wird man 
naeh dem Vorhergehenden eine Transformation verstehen, bei welcher 

h 
P q - -  qP == P Q - -  Q P  - -  2~ri (!6) 

ist; denn dann gelten fiir P, Q wie fiir p, q die kanonischen Glei- 
chungen (7), Kap. 1, bzw. (15), Kap. 1. 

Eine allgemeine Transformation, die dieser Bedingung geniigt, heist 

P = S P  S - 1  !, (17) 
0 = S q S  -1 I 

we S e i n e  beliebige quantentheoretisehe GrSge bedeutet; wir mSehten 
vermuten, daft (17), Kap. 1, sogar die a l l g e m e i n s t e  kanonisehe Trans- 
formation darstellt. Die Transformation (17), Kap. 1, ha t  noeh die ein- 
faehe Eigensehaft, dag Nr irgend eine Funktion f (p ,  Q) gilt: 

f(P, Q) = S f ( p ,  q ) S  -~, (18) 

wobei f (p,  q) ans f (p ,  Q) dadureh hervorgeht, da~ P dureh p, Q dureh 
q unter Beibehaltung der Funktionsform ersetzt wird. Der Beweis dieser 
Behanptung fiir Funktionen im Sinne unserer Definition folgt unmittelbar 
aus der Bemerkung, dal] der Satz fiir Summe und Produkt mit Summanden 
bzw. Faktoren p, q gilt. 

Die Wiehtigkeit der kanonischen Transformation beruht anf folgen- 
dem Satze: Wenn irgend ein Wertepaar P0, qo gegeben ist, das der 
Gleichung (15), Kap. 1, geniigt, so kann man das Problem der Integration 
der kauonisehen Gleichungen fiir eine Energiefunktion t ' / (p  q) reduzieren 
auf das folgende Problem: Es ist eine Funktion S so zu bestimmen, dal~ mit 

p = ,SpoS -z, q : S q o $  -z  (19) 
die Funktion ' 

H ( p q )  --~ SH(poqo)  S -1 : W (20) 

eine Diagonalmatrix wird. Gleichung (20), Kap. 1, ist das Analogon 
zur Hamil tonsehen partiellen Differentialgleichung; ~ entsprieht in 
gewisser Weise der Wirkungsfunktion. 

w 4. S tS rungs theo r i e .  Es sei vorgelegt das dureh die Energie- 
funktion definierte mechanisehe Problem: 

H -~ Ho (pq) -t- XH, (pq) + ,~H~(pq) + ... (21) 

Wir nehmen das dureh die Energiefunktion Ho(pq  ) definierte 
meehanische Problem als gelSst an; es seien also L~sungen Po, q0 be- 

h 
bekannt, die der Bedingung P o q o -  qoPo = 2 ~  1 gentigen und 
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I-]o (Poqo) --~ Wo zu  einer Diagonalmatrix machen. ])ann suchen wit 
eine Transformationsfunktion S so zu bestimmen, dal] 

p = SpoS -1, q ~  SqoS -1, (22) 
und daI~ 

H ( p q )  = S H ( p o q o ) 3  -1  = IV, 

d. h. gleieh einer Diagonalmatrix wird. Wir  versuchen zur Liisung 
den Ansatz: 

S = 1 + z & + z~S~ + . . .  (23) 
Dann ist 

S -1  ~--- 1 - -~ lSI  + ~ ( S ~ - - S ~ )  + ~ . . .  (24) 

Nehmen wir fiir ]-] den Aasdruek (21), Kap. 1, so kSnnen wir nach 
Potenzen yon Z ordnen und erhalten die N~herungsgleichungen: 

Ho(Poqo).--~ Wo 1 
�9 S Ho--HoSI+H1 = W, I 

S, Ho--HoS, + H~S~--S1HoSI § S1H1--H, S, + H, = W, [ (25) 

. . . . .  s. . i  : ; So:. s;_;-_ 
wobei ]']o, /'/1, �9 stets mit den Argumenten Po, qo zu nehmen sind. 

Die erste Gleiehung (25), Kap. 1, ist erfiillt. Die iibrigen lassen 
sieh der Reihe nach aafliisen, und zwar in ganz analoger Weise wie in 
der klassischen Theorie: Man bildet erst den Mittelwert zar Festlegung 
der Energlekons~aute und kann dann ohne weiteres die Liisung hin- 
sehreiben: 

w , =  F,-, 1 
F, (~ n) (1 - -  ~ ) ,  

s, (~ ~) - -  h ~o (~ ~ I (26) 

wobel v o (n m) die Frequenzen der ungest~irten Bewegung sind. 
Diese Liisang gentig~ der Bedingung 

S .  S* = 1, (27) 

we der CirknmRex die Vertausehung yon Zeilen und Spalten (Trans- 
position) bedentet und der Stern ~bergang zur konjngierten komplexen 
Gr(i~e. ])a wir auf diese Relation sparer yon einem allgemeineren Stand- 
punkt ans zuriiekkommen werden, Wollen wir sie hier nur fiir die erste 
N~Jaerung bestatigen, die wir sogleleh ansreehnen werden; fiir diese 
lautet sie 

Sl + .~* = o. (2s) 
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Die Bedeutung der Gleichung (8), Kap. 1, beruht darauf, daft aus ihr der 
Hermi tesche  Charakter der Matrizen p, q folgt; denn nach (22), 

Kap. 11 wlrd 1) 
q* = s * q * s  *-1 = . s - '  4 o 3  = 4, 

und analog fiir p. 
In erster Ni~herung folgt aus (26), Kap. 1, wie in der klassischen 

Theorie: 
H21 : /'/i; (29) 

sodann 
H 1 (ran) (1 --- ~m~). (30) 

S, (m n) - -  hVo (m n) 

Dieser Ausdruck erfiillt in der Tat die Bedingung (28), Kap. 1, wegen 
der Voraussetzung~ daf H 1 eine Herml tesche  Form ist. Nunmehr 
kann man die Energle in zweiter Niherung berectmen und finder: 

- -  1 ~ ,  H I (nT) H 1 ( l n )  

W~ -~  H a 4- h ~ v~ o (n l) ' (31) 

wo der Akzent am Summenzeichen bedeutet, daft die Glieder mit ver- 
schwindendem Nenner (Z = ~) fortzulassea sind. 

In dieser Weise kann man forffahren und sukzessive alle Glieder 
der Reihen U2 und S bestimmen. Setzt man die Reihe fiir S in (22), 
Kap. 1, ein, so erhalt man die Entwicklungen 

q = qo + '~ ql + ~? q~ + " "  " ,  

mit bekannten Koeffizienten. So lautet z. B. die erste Niherung 

ql = S~ qo - -  qo 3 .  
pl  : $1Po - -  Po $1 ; 

oder ausfiihrlich: 
1 ~ , ( H j ( m k ) q o ( k n )  qo(mk)H~(kn)~ 

q ~ ( ~ ) : h  k ~ Vo(~k) --  ~ )  / 
(32) 

1 ~ , ( H ~ ( m k ) q o ( k n  ) qo (mk)H, (kn ) )  
.pl(mn) = -~ ~ \ vo(mk) - -  vo(kn) 

Die Formeln (32), Kap. 1, bedeuten die Ergebnisse der Kramersschen  
Dispersionstheorie ~) im Grenz~all unendlich kleiner Frequenz des au6eren 
Feldes; diese MSglichkeit einer ein~achen A bleitung der sonst an[ Grund 
yon Korrespondenzbetrachtungen gewonnenen Formeln scheint uns sehr 

i) Man beachte die Rechenregel (a~) = ha. 
~) It. A. Kramers~ Nature 118, 673~ 1924; 114, 310, 1924. Vgl. auch 

R. Ladenburg,  ZS. f. Phys. 4~ 451, 1921; R. Ladenburg and F. Reiche, 
Naturwiss. 11, 584, 1923. 
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zuguns~en der bier versuehten Theorie zu sprechen. Gleichung (31), 
Kap. l, wurde yon B o r n  1) durch Umdeur der entspreehenden klassl- 
schen Formeln erhalten. Die Gtleder m = n d e r  Gleichung (32), Kap. I, 
entsprechen der Kramersschen  Formel Ifir das gewShnliehe Dispersions- 
licht, die auderen Glieder m : #  n entspreehen den yon K r a m e r s  und 
H e'is e n b e r g 2) angegebenen Formeln fiir das , S~reullcht der Kombinations- 
frequenzen". Die letzteren Ausdrticke wurden von P a u l l  3) ZU r Berechnung 
der Intensitaten der in aul]eren elektrisehen Feldern auftretenden (sonst 
,verbo~enen") Uberg~inge bei Hg benutzt. Ffir die Ableitung der all-' 
gemeinen Dispersionsformeln (wenn die Frequenz des ~u~eren Feldes 
nleht verschwindet) sind noch allgemelnere Betrachtungen fiber die 
Wirkung zeitlich ver~nderlieher ~ul~erer K r ~ e  notwendig, zu denen wir 
ietzt iibergehen werden. 

w 5. S y s t e m e ,  bei  denen  die Ze i t  e x p l i z i t e  in tier , ,Energ ie -  
f u n k t i o n "  v o r k o m m t .  Die Behandlung der quantenmechanisehen 
Wirkung aul~erer Krafte, die ~xplizite yon der Zeit abhiingen, seheint uns 
deshalb von besonderem Interesse weft bei diesem Problem elnlge Unter- 
schiede zwischen der quantentheoretischen und der klassischen Meehanlk 
charakteristisch zu Tage kommen. Das Problem der Wirkung zeitlich 
veranderlicher aul]erer Kr~fte is~ aufzufassen als Grenzfall des Problems 
der Wechselwirkung zweier Systeme, wobei der Einfhfl der Wechsel- 
wirkung auf das eine System (es heii]e A) so gering ist, dal] die Wirkungen 
auf das andere System (B) dutch diesen Einflul] nieht ver~udert werden. 
Betrachten wir also je~zt veto Standpunkt der Quantenmeehanik die 
Kopplung zweier Systeme A, B;  die Hami l tonsche  Funktion zeffalle 
in drei Teile HA, ~/']B und e ~/']AB (~ sei ein zunachst willkfirlicher 
Parameter, ~ eine kleine Griit]e). Das System A sei bekannt. Zur Be- 
rechnung der Bewegungen yon B genfigt es in der klassischen Theorie, 
wenn man ffir die Koordinaten yon B die Bewegungsgleichungen [aus 
tier Hami l tonschen  Funktion ~ (]']B ~- e ]-]AB)] aufStellt, wobei man ffir 
die Koordinaten yon A ihre LSsungen als Funktion der Zeit (fiir die 
bestimmten vorliegenden Werte der Konstanten in A) einsetzt, tIierdurch 
tri t t  eben bei Vernachlassigung der Riickwirl~ung neben der Konstanten 
yon A nut die Zeit als neue Variable fin StSrungsproblem ftir B auf. 
In der Quantenmechanik liegen die Verhaltnisse ebenso, wenn wir uns 
auf die St(irungen erster Ordnung (d. h. die mit s proportionalen Glieder 

*) ~. Born, ZS. f. Phys. 26, 379, 1924. 
u) H. A. Kr.amers und W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 81, 681, 1925, 
a) W. Pauli, VerhandL d. d~in. Akad. d. Wiss. (Ira Erscheinen.) 
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in den Koordinaten, Impulsen usw. yon B) beschranken. Anders aber 

ist es bei den StSrungen hSherer 0rdnung. Denn bei der Berechnung 

der StSrungen hSherer 0rdnung kommen Produktbildungen vor aus 
GraVen, yon denen mehr als eine die Koordinaten yon A implizite ent- 
halt. Dies bedeutet aber nach den Regeln der quantemnechanischen 
Produktbildung, da$ es keineswegs gentigt, die ,,auBeren Krafte als Funk- 
tionen der Zeit" fiir die b e s t i m m t e n  Werte der Konstanten in A zu 
kennen, sondern diese auSeren Krafte miissen uns fiir a l l e  Werte der 

Konstanten bekannt sein. Damit scheint aber der Begriff der auSeren 
Krafte eigentlieh den Sinn zu verlieren. Die AuflSsung dieser Sehwierig- 
keit seheint uns in der Bemerkung zu ]iegen, dal] die Riickwlrkung selbst 

zn Gliedern der Ordnnng Z e ~ in den Koordinaten yon B Anla$ gibt, da$ 
also eine gleiehzeitige Vernaehlassigung der Riiekwirkung und Bereehnnng 
der Glieder m i t e  s in B nur dann einen Sinn hat, wenn auch s als sehr 
klein betraehtet werden kann, d. h. physikalisch, wenn eine Abanderung 

der GrS~en in A um Betrgge yon der Ordnung der entspreehenden GrSSen 
in B keine merkliehe Anderung der Wirknng yon A anf B herbeifiihren 
wiirde. In dieser Annaherung aber last sieh auch die quantenmechanisehe 
Produktbildung und daher die Berechnung der StSrungen hSherer 0rdnung 
in s wieder durehfiihren, und zwar rednzieren sich die Regeln dieser 

Produktbildung elnfach auf die der klassischen Multiplikation, da ja die 
in HAis eingehenden Koordinaten, Amplituden und Frequenzen in dieser 
Naherung nicht yon den Konstanten in A abhangen. In diesem Sinne 
kSnnte z. B. die Wirkung eines starken elektromagnetisehen Weehsel- 
feldes auf ein Atom durchaus als Wirkung einer ,,au$eren Kraft" unter 
Vernaehlassigung der Riiekwirkung bereehnet werden, da die Energie 

des Feldes im Vergleieh zu tier des Atoms als unendlieh angesehen 
werden kann. Aueh die Wirkung einer ~-  Partikel auf die Elektronen 
eines Atoms kSnnte wegen der relativ grofien Energ'ie der cr 
als ,auSere Kraft",  wie in der klassisehen Theorie aufgefaSt werden und 
aneh die Fourierentwieklung der dabel auf die Elektronen wirkenden 
Kraft nach der Zeit w~re in dieser Naherung die klassisehe. Aber die 
Wirkung der Krafte eines einzelnen Atoms auf ein anderes kann niemals 

a]s Wirkung anSerer Krgfte gedeutet werden - -  d. h. nur in den Gliedern 
erster Ordnnng, in denen eine solehe Deutung stets mSglieh ist - - ,  da 
fiir die Glieder hSherer Ordnung die Vernachlassignng der Riiekwirkung 
zu falsehen Resultaten ftihren wiirde. 

Das Ergebnis unserer Uberlegungen fassen wir damn zusammen: 
Unter gewissen Voranssetzungen hat es, wie in tier k]assischen Theorie, 
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einen Sinn, yon der Wirkung bestimmter zeitlich veranderlicher Krafte 
[ 

auf das Atom zu sprechen. In diesem Falle gelten fiir das Reehnen mit 
der expllzite auftretenden Zeit die Reehenregeln der klassisehen Theorie: 
Sei z. B. das gullere :Kraftfeld perlodiseh mit der Periode re, so lautet 
das allgemeine Glied einer Koordinate q: 

q (mn, v). e 2 ~t [,'(~,0 + ~'o1 t, (33) 

das allgemeine Glied "con q2: 

q (m k, v - -  v') q (k n, ~') e 2 ~ ~ [" ( ~ )  + ~*o] t. ( 3 4 )  
k, ~t 

Der Fall der zeitlich veranderliehen aufieren Krafte scheint uns deshalb 
:ein bemerkenswertes Beispiel fl i t  den korrespondenzmafligen ]Jbergang 
der quantentheoretischen Kinematlk in die klassisehe. 

'Wena es sich nut um die Berechnung der Wirkungen erster Ordnung 
der aul~eren Krafte handelt, so bleiben die dutch die folgenden Rechnungen 
zu gewlnnenden Resultate auch richtig, wenn die am An~ang genannten 
Voraussetzungen nieht effiillt sind - -  in genauer Hnalogie zur klassischen 
Theorie. 

Nach den vorausgehenden Uberlegungen later sieh die mathematische 
Behandhng der Systeme, in denen (bei Giiltlgkeit der erwahnten Voraus- 
setzungen) die Zei~ expllzite auftritt, einfach in Analogie zu den ent- 
sprechenden klassischen Methoden durehfiihren. Nehmen wit wieder an, 
die aufiere Kraft sei periodiseh in der Zeit mi t  der Periode re, die 
Hamil tonsche Ftmktion sei 1) 

H --~ H(pkqk,  cos 2 ~Vot). (35) 

Dana fiihren wlr einen neuen Freiheitsgrad mit den Variabela q', p '  ein 
und nehmen als Hamil tonsehe Funktlon des neuen Problems, in dem die 
Zeit nlcht mehr explizite vorkommt: 

H' = H(pk,  qk; q') -4- 2 g r o W l - - q ' ~ p ' .  (36) 

Die kanonischen Gleichungen fiir Pk, qk bleiben dabei die bisherigen, nut 
steht fiir eos2~vot  stets q'. Die neu dazu kommenden Gleichungen 
hei/~en: 

4' Ok/' = 2~Vo 1 /1 - -q '~ ,  / 
= - ~ P ' / ' f  / (37) 

., C)Oq, - -  - c . - - r , _ O H  ~.p,. p - -  a q  A - 2=voV  

1) Wir nehmen hi~r einen Augenblick die Ergebnisse des niichsten Kapitels 
tiber Systeme mit mehreren Freiheitsgraden vorweg. 
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Die erste Gleichung sagt aus, daft q' wirklieh (his auf willkflrliche Wahl 
des Anfangspunktes der Zeit) gleieh cos 2 ~t v 0 t wird, so daft die kanonischen 
GleichUngen fiir Pk, qk dieselbe Form haben, wie beim friiheren Problem; 
die zweite Glelehung (37), Kap. 1, gib~ eine Bestimmung yon p'. Durch 
(36), Kap. 1, ist also das Problem (35), Kap. 1, wlrklleh auf die sonst 
behandelten F~Ue zuriiekgefiihrt. 

Uns interessier~ vor allem die Frage, welche Ver~nderungen wit an 
den St~rungsformeln (25), Kap. 1, vorzunehmen haben, wenn die Zeit 
expli~ite in ]']1, Hv .-. ,  n i ch t  abet in Ho auftritt. Eine elnfache 0-ber- 
legung zeigt, daft die StSrungsformein fiir unseren Fall aus den friiheren 
dadurch hervorgehen, dal~ iiberall, wo friiher ein Glied der Form 

h 0 S t  gesetzt wird. Ho & - -  S, Ho auftrat, ietzt H o & -- S, Ho + 2 ~i  d t 

(Ho kommt nur in solchen Yerbindungen vor). Also hei~en die niedrigsten 
Ordnungen der neuen Stiirungsformeln: 

/40 (po qo) = lYo, 
h O~$I �9 ' Wv SzHo--HoSz--2~ i ~ t H~ = 

h as, (noS, S, Ho s (3s) 5~Ho-- HoS, 2=i Ot + + 2~i ~ - /  1 

+ S1Hz - -  H1S, :+ H,  - :  W,, 
�9 �9 , . �9 �9 . . ~ �9 . ~ . . o , . , ; . . . . . .  . . . . 

Wir m~chten vermuten, daft diese Formeln (38), Kap. 1, aueh dann gelten, 
wenn die Annahme, da~ die ~uferen Kr~fte periodlseh in der Zeit seien, 
nicht zutrifft - -  obwohl wir diese Annahme bei der Ableitung de r  
Formeln benutzt haben. 

Die Gleichungeu erster Ordnung der Formeln (38), Kap. 1, die ja 
auch noeh riehtig bleiben, wenn die Voraussetzungen t ier ,  aulleren Krafte" 
nieht mehr erfifilt sind, beantworten zusammen mit (22), Kap. 1: 

q = qo + ~. (5~ qo - -  qo 5 0 ,  

P = Po + ~ ($1Po  - -  Po SO,  

die Fragen der Dispersionstheorie in einem allgemeinen Sinne. In der 
Tat, setzen wir: 

1"]1 = E .  e qo cos 2 ~ v o t, 
so folgt 

Hi(ran , 1) : E e  Ee I 

�9 Ee qo(mn) -, S l (mn,__ l )~ .Ee  qo(mn) . |  [ (39) 
S 1 (ran, 1) : ~ v o ( ~ - ~ -  vo 2h vo(mn)--v o J 
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Daraus folgt [vgl. (22), Kap. 1] 

e ~ (% (m k) % (k~) q o (m k) qo(k~)~. (40) 
ql(mn, ~ 1) ~ ~ -  k \ V o ( m k ) + v  o v o ( k n ) + v  o / 

Wenn wir noch annehmen, daft wir kartesische Koordlnaten 7 ft. h. p ~ m 

haben: 
Ee qo (mk)Po (kn) --Po (ink) qo (41) 

ebenso 
Ee ~_j q~176176176 (42) 

Die Gleichungen (40), (41), (42), Kap. 1, stimmen iiberein mit den Formeln 
der K r a m e r s s c h e n  Dispersionstheoriel). Besonders interessant scheint 

noch der Fan  sehr hoher ~'requenz des einfallende. Lichtes Iv o I > I vo (m k)] 
bzw. ]vo(kn)]. Dann erhalt man in erster Naherung: 

Ee 
ql - -  h2ztivo~m (Poqo--qoPo)C~ 

oder wegen (5), Kap. 1: 
E e  

ql  = ~- 4 g2 m v2 cos 2 ~r v o t. (43) 

Dieses Ergebnis bedeutet, dal] eben die quantenmechanische Vertauschungs- 
relation (5), Kap. 1, schliel~lich verursacht, dab fiir hlnreichend hohe 

Frequenzen das Elektron sich bei der Streuung wie ein freies-Elektron 

verhalt. Das Streulicht der Frequenzen vo(mn ) -~ vo(m :r n) ver- 
schwindet, das Streulicht der Frequenz v o hat die bei Streuung dutch 

ein freies Elektron zu erwartende Intensitat '~). 

K a p i t e l  2. G r u n d l a g e n d e r  T h e o r i e  der  S y s t e m e  v o n b e l i e b i g  
v i e l e n  F r e i h e i t s g r a d e n .  

w 1. Die  k a n o n l s c h e n  B e w e g u n g s g l e i c h u n g e n ;  S~(i rungs-  

t h e o r i e  bei  n i c h t e n t a r t e t e n  Sys t emen .  Bei f > 1 Freiheitsgraden 
liegt es nahe, start einer Darstellung der quantentheoretischen Gr(i~en 

durch zweidlmenslonale Matrlzen eine solche durch 2 f-dimensionale Ma- 
trizen zu wahlen, entsprechend der 2f-dimensionalen Mannigfaltigkeit der 
station~ren Zustande in: klassischen J-Raum: 

p~ = (pk(n: "r, ~i mr)). (1) 

:) Vgl. die Diskussion der far ~o : 0 ge, wonnenen Resullate auf S. 567. 
u) Vgl. die Arbeiten yon W. Kuhn, ZS. f. Phys. 88, 408, 1925; W. Thomas, 

:Naturwiss. 18, 627, 1925; F. Reiohe and W. Thomas, ZS. f. Phys. 84, 510, 1925. 
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PkPl - -  P~P~ = O, 
qk q~ - -  q~ qk : 0 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXXV. 

Doch ist diese DarsteUung, wenngleieh unter Umst~tnden sehr bequem 
und iibersiehtlieh, durchaus nieht notwendig. Auch bei mehreren Freiheits- 
graden werden die dynamischen Grundgleichungen die Fore  yon 
~ a t r i z e n g l e i c h u n g e n  haben; aber die Matrlzen kSnnen auch zwei- 
dimensional geschrieben werden, wie bisher.. Dean sehon bei einem 
Freiheltsgrad zeigte sich, dal~ die in der Zeilenanordnung der Matrizen 
zum Ausdruek kommende Re ihen io lge  der stationaren Zustande (ira 
Gegensatz zur bisherlgen Theorie) ganz beliebig und dureh keine innere 
Eigensehaft des Systems bestimmt ist. Diese Bemerkang kann nun ohne 
welteres auf die mehrdimensionalen Matrizen iibertragen werden; man 
kann bellebige Umordnungen vornehmen, speziell auch die 2 f-dlmensionalen 
Matrizen in zweidimensionale verwande]n. Denn die gruadlegenden 
Definitionen der Addition und Multiplikation sowle der zeitlichen 
Differentiation sind offenbar ganz anabhitngig yon irgendwelchen 
Ordnungsbez iehungen  zwlschen den Zeigersystemen nl,  n~, . . . ,  nf, 

welche einzeln genommen die Zustande,  paarweise  die ~ b e r g a n g e  
bezeichnen. 

Es ist danach auch klar, da2 die allgemeinen Regela der Matrizen- 
analysis, wie sie in I., Kap. I, and in Kap. 1 dieser Arbeit dargelegt 
wurden, ohne weiteres auch in der Theorie der Systeme yon mehreren 
Freiheitsgraden anzuwenden sind. Ebenso iibertragt sich unmittelbar die 
Ableitung der Bewegungsgleichungen ans dem Vaxlationsprinzip yon I., 
Kap. II, so dal~ wir sogleich ansehreiben kiinnen: 

OM OM 
61~ = 0 p~; 1~ 0 q~ (2) 

Als wesentlieh neue, fiber die Theorie der Systeme mit einem Freiheits- 
grad hinausgehende Annahme kommen bei mehreren Freiheitsgraden die 
allgemeinen Vertauschungsrelationen der Pk und qk hinzu. Ebenso wie 
bei einem Freiheitsgrad wiirde ia das Reehnen mit den quantentheoretischen 
GrS~en in gewlsser Weise unbestimmt, wenn nieht die ,,Vertauschungs- 
relationen" angegeben wiirden. 

Als naheliegende Verallgemeinerung yon (5), Kap. l, bieten sieh 
~olgende Gleichungen dar: 

(3) 

40 
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Wena H die (symmetrisierte) Energiefunktion bedeutet, kann auf Grund 
dleser Beziehungen (2), Kap. 2, ersetzt werden dutch 

OH OH 
t~k = ~p'~pk' /~k = 0 qk (2') 

Femer folgt aus diesen Relationen 1), wie oben in Kap. 1 dleser Arbeit: 

h O f , ]  
Pkf (q l  .. .  qr, Pt .. .  P r ) - - f P k - - 2 ~  i ~ [ 

h O f I (4) 
f q k - - q k f  - -  2:ti I 

Der Beweis yon Energiesatz und Frequenzbedingtmg wird dana aus 
(2') und (4), Kap. 2, wie in Kap. 1 geftihrt. Ebenso lal~t sich anf Grund 
yon (3) und (4) zelgen, da~ (miner dann, wenn fiir ein System Pk, Qk die 
i-~ Aationen (3), Kap. 2, effiillt slnd und die Energiefunktion als analytische 

anktion der Pk and Q~ gegeben (st, die kanonisehen Bewegungs- 
gleiehnngen (2'), Kap. 2, gelten. 

Man wird also eine Transformation der Variablen Pk, qk in neue 
Varlablen Pk, Qk dann als ,kanonisch" bezeichnen, wean sie die Relation (3), 
Kap. 2, ungeandert liiSt. 

Eine sehr allgemeine Klasse soleher Transformationen (st wieder 
dutch die Formeln 

Pk ~ S pkS-1,  } 
Oh - -  S qk S - 1  (5) 

gegeben. DieSe Transformation hat aueh wieder die Eigenschaft, jede 
Funktion f ( pQ)  iiberzufiihren in 

f (P, ,  "" ,  Pr, Q1, . . . ,  Qr) ----- S f ( p ,  . . . ,  pf, ql, ..:, qr )S  -~. (6) 
Wenn ein System pO, . . . ,  p?, q O . . . ,  qp bekannt ist, das den Glei- 
ehungen (3), Kap. 2, geniigt, so reduziert sieh das Problem der Integration 
der Gleiehungen (2), Kap. 2, wieder auf alas andere Problem: Es ist eine 
Funktion S zu suchen, die den Gleichungen 

pk = S p a s  -~, 1 
q~ = S q~S_  ~ J (5 a) 

gentigt, mid die 
t l  (p q) = 3 kl (p~ q~ 3 -1 ~- IV (7) 

in eine Diagonalrnatri~ iiberfiihrt. 
Gleichang (7) stellt wieder das Analogon zur t tami l tonsehen 

partiellen Differentialgleiehung dar. 

1) Die physikalische Bedeutung dieser Relationen be( der Dispersionstheorie 
wird diskutiert yon tLA. Kramers,  Physika, Dez. 1925. 
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Die G]eiehungen (3), Kap. 2, zusammen mit (2), Kap. 2, wiirden 
olfenbar viel zu vlel Forderungen an die Pk, qk stellen, wenn a]]e diese 
Gleichungen vonelnander u n a b h ~ n g i g  waren. Es mul~ als eine inter- 
essante mathematische Aufgabe angesehen werden, die Gleichungen (3) 
aus einem )~jn~mllm unabh~ngiger und widerspruchsfreier Voraussetzungen 
abzuleiten; doch soU au[ dlese Frage bier nieht elngegangen werden. 
Wir begniigen uns mit der Bemerkung, dab 

d 
d-~ ~ (p~ qk - -  qkPk) --- 0 

k 

aus den Bewegungsgleichungen (1), Kap. 2, allgemein zu folgern ist. 
Dagegen soll allgemein gezelgt werden, da~] die Gleiehungen (3), Kap. 2, 
zusammen mit den Bewegungsg]eichungen (2), Kap. 2, bzw. der gleich- 
wertigen Forderung (7), Kap. 2, e r f i i l lba r  sind (nattirlich yon singularen 
Ausnahmef~llen abgesehen). 

Dieser Beweis ist zu liefern im Zusammenhang mlt der Verall- 
gemeinerung der Stiirungstheorie yon Kap. 1, w 4, Ifir beliebig viele Frei- 
heitsgrade. Wir denken uns die Energie~unktion H ( p  q) derart als 

H = Ho (p q) + z H1 (p q) + z ~ H~ (p q) + . . .  (s) 

geschrieben, daI] f 

Ho (P q) = ~ H (k) (Pk qk) 
k~---1 

wird. Fiir ~ ---- 0 haben wit also f u n g e k o p p e l t e  Systeme yon ie 
einem Freiheitsgrad; die f Probleme 

H -= H(~) (Pk qk) 
seien geltist durch 

qk-=q~:, P k = P ~  
mit q~, p~: als z w e i d i m e n s i o n a l e n  Matrizen 

q~: (qO (n m)); pO: (p~ (n m)). (10) 

Wenn wir diese f ungekoppelten Systeme formal als ein einziges System 
yon f Freiheitsgraden betraehten, so sind die q~ p~ als 2 f-dimensionale 
Matrizen 

q~ = (q~(nl . . .  nf; m l . . .  mr)), I (11) 

darzustellen, fiir we]che gi]~: 

40* 
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wobei (~k = 1, wenn nj = mj tiir alle j aul]er j ----- k, ~ = 0, wena 
fiir irgend eln j (:r k) nicht nj = mj ist. Daraus abet erkennt man: 
Erstlich bleiben die Gleichungen 

h 1, (12) 
P~ q~ - -  q~ P~' ---- 2 ~--i 

ursprtinglich fiir die z w e i d i m e n s i o n a l e n  Matrizen (10), Kap. 2, geltend, 
auch fiir die 2 f - d i m e n s i o n a l e n  ]~atrlzen (11), Kap. 2, in Kraft. 
Zweitens ergeben sich die Beziehunge~ 

p~ q~ - -  q~ p~ = o far 1 :r k ,  
(13) p~ p~ _ p~ p~ ~__ q~ q~ _ q~ qO = O. ! 

~iir Z = 0 gelten daher wirk]ich alle GIeichungen (13), Kap. 2. Es sol] 
gezeigt werden, dal~ p, q derart bestimmt werden kiinnen, dal~ (3), Kap. 2, 
:auch fiir die htiheren Naherungen gleichzeitig mit H = hi2 effiillt wird. 
Vorauszusetzen ist dabei wiederum, dal] das System He Ms n i c h t -  
e n t a r t e t gew~]t  wurde, d. h. dal] unter den Diagonalgliedern yon Ho 
bei Einsetzen yon q = qO p _____ po kelne zwei gleich sind. In diesem 
Falle haben wir nur wieder den Ansatz (5 a), Kap. 2, 

qk = 3 q ~ 3 - ~ ;  Pk ---- 3 p ~ 3  -1  (14) 
zu machen trod 

3 = l §  . . .  

derart zu bestimmen, daft die Gleichung H = 14] effiillt wird. Die 
Gletchungen (3), Kap. 2, sind dann s~mtlich auch be~riedigt, da sle durch 
(14) in (12), (13) iibergehen. Also ist der verlangte Beweis gerard. 

Die Gleichtmgen (3) sind iavariant gegeniiber elner linearen ortho- 
gonalen Transformation der qk und Pk. Denn setzt man 

q'k = ~ ai:zqz, 

so wird 
h 

p ' ~ q ~ -  q~p'~ -.~ ~_~ a ~ a ~ ( p h q j  - -  q~Ph) = ~ - -  
h~ 2 ~ i  

und entsprechend fiir die anderen Relationem Fordern wir daher die 
Bedingungen (3), Kap. 2, fiir ein kartesisches Koordinatensystem, so gelten 
sie auch in iedem andera kartesischen Koordinatensystem. 

Anhangsweise sei bier noch darau~ Mngewiesen, daft ein wohl- 
bekannter Satz der klassischen Mechanik sich auI Grund der Fest- 
setzungen (3), Kap. 2 ,  ohne weiteres in die neue Theorie iibertragt. Es sei 

~ ~:~ P~  ~ H ----- Ekin -~- Epot = ~ ~ ~ :.--pot, (15) 



Zur Quantenmechanik. II. 577 

und Epot eine homogene Funktion der Koordinaten yore Grade n. Es 
wlrd dana naeh (3), Kap. 2: 

OEpot Eo~ : l ~ -jq--[k . (16) 

und 
d 

d--i ~ P k q k  = ~ . ]  (Pkqk + Pkqk) = 2 Ek,,,--,,Epot, 
/r 

also fiir die M i t t e l w e r t e  

(17) 

Z.B. wird ~iir n = 2 (harmonisehe Sehwlngungen) Ekin == Epot und 
ftir n = - -  1 (C o u 1 o m b sehe Krafte) Ekin = - -  ~ ~'pot" 

w 2. E n t a r t e t e  Sys teme.  Wit  wollen nun die entarteten Systeme 
ins Auge fassen. Wird das Versehwinden einiger der Frequenzen v (nm) 
zugelassen (der Einfachheit halber denken wlr uns die Matrizen zwei- 
dimensional dargestellt), so kann die E n e r g i e k o n s t a n z  ]-] = 0 noch 
immer dureh die in I und bier ausgefiihrten Uberlegungen aus den Be- 
wegungsgleiehungen und den Vertauschungsregeln (3), Kap. 2, abgeleitet 
werden. Aber f ]  =--- 0 hat nlcht mehr notwendig die Folge, daI~ H eine 
Diagonalmatrix ist, und der Beweis des Frequenzsatzes wird damit 
undurch~'fihrbar. Es sind also bei entarteten Systemen die Bewegungs- 
gleichungen zusammen mit (3), Kap. 2, aUein n i e h t  a u s r e i c h e n d  zur 
eindeutigen Festlegung der Eigenschaften des Systems, und es ist eine 
u e r s c h a r f u n g dieser Grundgleichungen nStig. Es llegt nahe anzu- 
nehmen, daI] diese Verseharfung so zu fassen ist: A l s  G r u n d g l e i -  
c h u n g e n s o l i e n  a l l g e m e i n g e w a h l t  w e r d e n  k i i n n e n  d i e V e r -  
t a u s e h u n g s r e l a t i o n e n  und 

H = • = Diagonalmatrix. (18) 

Durch diese Forderung ist offenbar die Giiltigkeit der Frequenz- 
bedingung auch fiir die entarteten Systeme gesiehert. Sehr wahrseheinlich 
wlrd dabei auch (yon singularen Fallen abgesehen) die Energie W stets 
eindeutig bestimmt sein. Dagegen werden die K o o r d i n a t e n  q~ n i c h t  
eindeutig festgelegt. Man kann sieh, wenn man eine Lilsung Pk, qk Yon 
H (p q) ----- W besitzt, neue Liisungen versehaffen dutch den Ansatz 

o ' = s p s - , ,  t 
q' 3 q  $ -1 .  j (19) 

Damit wird 
H (p' q') -= W' : S I M S  -~, 
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und die Forderung W/' ~--- 14/ergibt 14/S - -  S 14/~-~ S h 2 ~ t i - -  O, also 

S -~- eons~. (20) 

Betraehten wir zunachst dieses Ergebnis in seiner Bedeumng fiir die 
nichtentar~eten Systeme. Hier mul~ nach (20), Kap. 2, die Matrix S e in e  
Diagonalmatrix werden , und die Gleiehungen (19), Kap. 2, bedeuten 

~t (n  ~Tt) : p (n m) S n S~ 1, "[ 
(19') j- q' (n .~) - ~  q (n ~n) S,~ S;~ 1, 

wenn wir kurz S n fiir S (n n) schreiben. 
Die Unbestiram~hei~ der L~sung, die hierdurch angezelgt ist, wird 

wesenflich herabgemindert dutch die Forderung, dal~ auch die neue 
L~sung p '  q'  eine , r e e l l e " ,  dutch Hermi te sehe  Matrizen dargestellte 
Bewegung werden soll; denn das ergibt 

oder 
Is, l = Sml- (21) 

Die bier zutage tretende Unbestimmtheit bedeu~et also eine Willkiir der 
1 ) h a s e n k o n s t a n t e n ; und zwar  erhalten wir bier einen allgemeinen 
Beweis tier sehon in I aufgeste11~en u dal] in iedem Problem 
~iir ieden Zustand n ~e eine Phase ~ unbestimmt bleibt. Man iibersieht 
aueh an Hand yon (19'), in welcher Weise d[ese 1)hasen in die Elemente 
der Matrizen p, q eingehen. In Teil I wurde welter vermutet, daft 
aul~er dieser beschriebenen 1)hasenwillkiir bei nichtentar~e~en Systemen 
keine 5Tichteindeutigkei~ mehr zu erwarten sei. ~un k(innten wir offenbar 
bei tier Stiirungsreclmung yon Kap. 1, w 4, zu jeder tier ,,periodischen" 
Mafrizen S, noeh eine konstan~e Matrix hinzu addieren: Doch bedeutet 
alas na~iirlieh nicht, ital] in jeder Naherung neue unbestimmt bleibende 
1)hasen hinzukommen. Man iibersieht leieht, dal~ dutch Ausuntzung dieser 
M~gliehkeit keine allgemeinere Liisung f l ,  q gefunden werden kSnn~e, 
sofern p o  qO yon vornherein mit unbestimmten 1)hasen angenommen war, 

Gehen wi t  n u n  zu entarteten Systemen fiber, so k(iunen wir 
aus (20) nicht mehr ~olgern, da~ S eine Diagonalmatrix sei, und es ergibt 
sich durch (19) wirklich die ~[~gllchkeit, "~on p, q wesentlich ver- 
schledene L~sungen p',  q' abzulei~en. Es sehein~, da~] diese ~ieh~- 
eindeutigkeit in der Natur der Sache liegt. Die entarteten Systeme be- 
sitzen offenbar eine L a b i l i ~ a t ~  dank deren durch beliebig kleine 
Stiirungen endliehe Xnderungen der Koordinaten herbeigefiihrt werden 
kSnnen, und die darin ihren mathematisehen Ausdruck finder, dal~ be i 
vSlliger Abwesenheit yon St(irungen die LSsung der dynamischen 
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Oleichungen ~eilweise unbesfimmt bleibt. Natiirlieh werden bei iedem 
einzelnen wirkliehen Atom die tiir die physikallschen Eigensehaften des 
Systems, insbeSondere die Ubergangswahrseheinliehkeiten mal]gebenden 
Koordinaten stets durch auflere StSrungen oder durch die V0rgeschiehte 
des Systems eindeutig festgelegt sein. 

Wir wollen nun den Einflul] beliebiger St~rungen auf das entartete 
System untersuehen. Sel also 

H (p q) = ]do + Z/']1 + Z ~ H~ + ..., (22) 

und sei po, qO eine belJebige, aber lest gew~hlte LSsung des ungcstfirten 
Problems : 

He 
Der Ansatz 

p 

q 
mit 

S = So(1 

S - x  = ( 1 - -  

ergibt dann, wenn wit" in Ho, 

~o qo) = We. (23) 

S p  ~ S-~, 
_~ S q O S - 1 ,  

+ z S ,  + z ~ S ,  + ...), (24) 

z (81 + z S~ . . . )  + z~. . . )  S~ -1 , (25) 
/']1 . . .  die Argumente po  qO auslassen: 

SoHoSo ~ =.  Wo, (26) 
& &  H o S o  ~ - - S o H o S ,  S o  ~ + So i l ,  S o  ~ = w,, ( 2 7 )  

So S, Ho S o ' -- So Ho S~ Sr ~ + So F, (Ho H, H~ ; S,) S-~ ~ = W,, (28) 
�9 * . �9 �9 �9 �9 . �9 . . . . .  . �9 �9 . �9 o �9 . �9 . �9 �9 . �9 �9 . . . .  

SoS~Ho S ~ - -  S o H o & S ~  ' 

+ S o F , ( H o H 1  ... Hr, S , . ,S ,_ I )S~ - '  = W, (29) 
Das sind fast wleder die Gleichungen (26), Kap. 1, nur mit dem Unter- 
schied, daft auf der linken Seite iiberall vorn mit So und hinten mit S~ -1 
multiplizier~ ist. 

Die Gleiohung (26), Kap. 2, ist bereits oben erSrtert worden; es 
wird So (n m) gleich Null aul]er ffir verschwindendes v o (~ m). Die noeh 
verbleibendo Willkiir in So muff nun naeh MSgliehkeit ausgenutzt werden, 
tun die n~chste Gleiehung 15sbar zu maehen. Es kazan natiirlieh nicht 
yon ieder LSsung yon H ~ He, also insbesondere aueh nieht yon der 
ausgew~hlten pO qO erwartet werden, da~ sie den Grenzfall ~ ~ -  0 der 
L~sung p,  q des Problems (22), Kap. 2, liefert. Die Funktion So sell 
dazu dienen, aus po, qO dlejenige L~sung des entarteten Problems her- 
zustellen, welehe diese verlangte Eigensehaft besitzt. 

Die Glei6hung (27) kann umgeschrieben werden in 

Sl Ho --  Ho S~ + HI = So I Wl 5o. (3o) 
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Um sie 15sbar zu machen, mull So so bestimmt werden, da~ 

/-/1 = S o  1 W1 .So (31) 

mit elner D i a g o n a l m a t r i x  bi}l wird. Ftir die gleichzeitige Befriedigung 
dieser Gleiehung und der dutch (26), Kap. 2, gestellten Forderungen kann 
hier natfirlieh ebensowenig eine allgemelne Anweisung gegeben werden, 
wie ftir die Bestimmung der s~kulgren StJrungen in der klassischen 
Theorie. Sparer werden wir abet mit einer neaen, algebralschen 3Iethode 
zu einer einfaehen Behandlung einer grol]en Klusse yon Entartungen ge- 
langen (Kap. 3). 

Ist (31), Kap. 2, erfiillt, so kann (30), Kap. 2, wie in Kap. 1 gelJst 
werden. Willkiirlieh bleiben dabei die]enigen Glieder S 1 (n m) yon `Sl, 
ftir die v o (nm)  verschwindet, and diese Unbestimmtheit muB benutzt 
werden, um in der nachsten Naherungsgleiehung, die zu 

`S~Ho - -  Ho`S~ + F2 = So  ~ W~`so (32) 

umgesehrieben werden kann, dis zur L~sbarkeit notwendige Beziehung 

1=2 (He, I-I1, H~ ; `Sl) - ~  ` so  ~ 11]~ ̀ so (31') 

mit einer Diagonalmatrix b12~ zu erftillen. Die Fortsetzung des u 
fahrens ist klar. 

Die Sehwierigkeit liegt darin, dal] man in ieder Naherung Glei- 
ehungen zu befriedigen hat dureh ~[atrizen, die schon grjl~tenteils Zest- 
gelegt sind, so dal~ nieht zu tibersehen is~, ob diese Gleiehungen wirklieh 
15sbar sein werden. Es besteht iedoeh bekanntlieh eine ganz ent- 
spreehende Schwierigkeit in der klassisehen Theorie. Beseitigt werden 
diese Sehwierigkeiten wenigstens fiir die hbheren N~herungen, wenn in 
irgend ~iner N~herung das System niehten~artet wird. 

Seien z. B. in 
q = qO +Xqm + . . . ,  

p = pO § Xpm § . . .  

p(1), q(1) wirklieh bestimmt worden, so dab also mit 

O = q0 + x q,~  
p = pO + ~, pm 

gilt : 
�9 ~ ' ;t s H~ H(PQ) ~- Wo&XW~4-X H~+  ~-.. . ,  

und sei 
Vo (~ m) & ~. ~,, (n ~)  4= 0 ~i~ n :r ~. 
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Wean wir IM o + ;~ IM1 kurz mlt /'/o bezeiehnen und den Ansatz 

p = S p s - 1  

q = s Q s - ,  
machen, so ist 

S (Ho + Z~ H~ + Z~ H~ + ...) S - '  = W 
zu maehen, was naeh dem Verfahren yon Kap. 1 dureh 

S = 1 + Z ~S~ + Z 3S3 + " ' "  

erzielt werden kaan. Die Verallgemeinertmg dieser Betrachtangen fi~r 
den Fall, dal~ erst  mit der r-ten N~herung ein nieht entartetes System 

1 4 / =  14/o + ;t IMa + .- .  + ~.~ Wr erreicht wird, ergibt sieh yon selbst 1). 
Am S ehlul3 seheint as uns noch wichtig, darauf hinzuweisen, dall die 

bekannten Konvergenzsehwierigkeiten bei den Reihen der klassischen 
StSrangstheorie, die in der Diskussion des Dreik/Jrperproblems eine so 

grol~e Rolle spielen, Her in der quantenmeehanischen Stt~rungstheorie 
nieht auftreten; vielmehr diirften hier die im Endliehen verlaufenden 
Bahnen im allgemeinen aueh periodisch sein. 

K a p i t e l  3. Z u s a m m e n h a n g  m i t  der  T h e o r i e  der  E i g e n w e r t e  
H e r m i t e s c h e r  F o r m e n .  

w 1. A l l g e m e i n e  lge thode .  Im voranstehenden ist die Lt}sung 
der quantentheoretischen Grundgleiehungen in mSgliehst engem Anschlult 
an die klassische Theorie entwickelt worden. Hinter diesem Formalismus 

der Sti~rangstheorle verbirgt sich aber ein sehr einfacher, rein algebraischer 
Znsammenhang, und es lohnt sich wohl, diesen ans Lieht zu ziehen. Denn 
abgesehen yon der tieferen Einsieht in die mathematisehe Struktur der 
Theorie gewiant man dabei auch den Vorteil, die yon tier Mathematik 
vorbereiteten 3~ethoden und Ergebnisse verwerten zu kSnnen. So werden 
wit zu einer neuen Definition der "Energiekonstanten (,, Terme") gelangen, 

die auch im Falle aperiodlscher Bewegungen, also kontinuierlich ver- 
anderlicher Indizes gtiltig bleibt, tlierdurch gewinnt man die Anssicht, 
Methoden zur direkten Energiebereehnung ohne explizite Li~sang des Be- 
wegungsproblems zu linden, die der Sommer fe ldschen  Methode der 
komplexen Integration in der bisherigen Theorie entsprechen. Sodann 
werden wir die Stt~rungen einer grol~en Klasse entarteter Systeme voll- 
standig behandeln kSnnen, was mit den vorher erSrterten Stt}rungs- 
methoden noeh nicht m/Jglieh war. 

1) Die analogen Fiille der klassischen Mechanik sind yon M. B~rn und 
W. t te isenberg,  Ann. d. Phys. 74, 1, 1924, disku~iert worden. 
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Ist ein Problem yon f Freiheitsgraden durch die Energiefunktion 
/-](p, q) vorgelegt, So k~nnen wir zuniicbst irgend ein System yon Ma- 
trizen p~ qO derart wahlen, da~ jedenfalls die u (3), 
Kap. 2, erffillt sind; z. B. kiinnen die p~, qk eines Systems ungekoppelter 
harmonlseher Oszillatoren genommen werden. 

Dahn kann man, wie oben Kap. 2, w 1, erwiihnt, die dynamische Auf- 
gabe, d. h. die Bestlmmung der Pk, qk, auch so formulieren: 

Es s011 eine Transformation (p~ q~) --~ (Pk qk) gefunden werden, 
welehe die Gleiehungen (3), Kap. 2, invariant la~t and zugleieh die 
Energie in eine Diagonalmatrix verwandelt. 

Man iibersieht die Transformation yon ]~[atrizen am besten, Wenn 
man sie als Koeffizientensysteme yon linearen Transformationen bzw. 
billnearen Formen auffal]t. Wir sebieken daher einige bekannte Satze 
der Algebra soleher Formen voraus. 

Zu jeder Matrix a - -  (a(nm)) gehiirt eine b i l i n e a r e  F o r m  

A (xy) = ~_~a (nm)x~y~ (1) 

zweier Reihea yon u x~, x~,.., and Yl, YS~"- ]'s~ die Matrix yore 
t t e rmi teschen  Typas, d. h. ist die t r a n s p o n i e r t e  M a t r i x  h ------ (a(mn)) 
gleieh der zur ursprfingliehen kon~uglert komplexen ~[atrix: 

~ -  a*, a (m n) ~ a* (nm), (2) 

so n~mmt die Form A reelle Werte an, wenn man ~fir die Varlablen Yn 
die kon~ugiert komplexen Werte xn setzt: 

A (x x*) ---- ~ a (n m) x,  x*. (1 a) 
n ~  

Es sei an die leicht zu beweisende Rechenregel erinnert: 

(ab)  ~ b a. (3) 

Wir unterwerfen nun die x n einer linearen Transformation 

x.  ~ : ~  v qn) y~ (4) 
| 

mit der (komplexen) Matrix V = (v(ln)). 

Dana geht die Form A fiber in: 

A (x x*) ------- B (y y*) ---- ~ b (n m) Yn Y*m (5) 

mit 

k l  
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oder in Matrizenschreibweise: 
b ~ v a ~*. (6) 

Man sagt, die Matrix b gehe durch die Transformation v a u s  a hervor. 

Die Matrix b is t  wieder YOre H e r m i t e s e h e n  Typus, dean es gi l t  

nach (3), Kap. 3, 

- ~  v* ~ ~' ~ v* a*  ~ ---- b*.  (7) 
W i r  nennen die Matr ix v o r t h o g o n a l ,  wenn die zugehiirige Trans- 

formation die t t e r m l t e s c h e  Einheitsform 

invar iant  l~l]t; nach dem soeben gewonnenen Resul ta t  ist  das dann und 

nur dann der Fal l ,  wenn 

Vl)* ~ 1, oder ~ . - -  ~-1.  (8) 

So sind z.B. die in I,  w 2, erwithnten Permutat lonsmatr izen reelle ortho- 

gonale Matrizen. 

Bei  endlieher Variablenzahl  is t  es bekanntlich immer miiglich, eine 

Form or thogonal  anf eine Summe yon Quadraten zu transformieren 

[Hanptachsen-Transform ation] 1): 

W~ * A (xx*) = ~ ~ ~ Y~- O) 
q~ 

Fiir  die Matrizen bedeutet  das :  Es gibt  eine Matrix, fiir die 

vi)* ~ 1 und va V* ~-  VaV -I ~ ~V, (10) 

wo W ~ (Wn (~nm) elne Diagonalmatr ix  ist. 

Bei unendllchen ]~iatrizen gi l t  in allen bisher untersuchten Fal len  

ein analoger Satz ; nur kann es vorkommen, dab rechter  Hand der Index n 

aui3er einer Reihe diskreter  Zahlen auch einen kontinuierlichen Werte-  

bereieh durchl~uft, dem in (9) und in der Transformation (4) ein In tegra l -  

bestandtei l  entspricht  2). 

Die GrSBen Wn bellmen ,,Eig'enwerte", ihre Gesamtheit  is t  das 

,mathematische" Spektrum der Form, bestehend aus , ,Punkt"-  und 

1) Wir nennen die Koeffizienten der ~ransformierten Form Wn~ well sie in 
der Quantendynamik die Bedeutung der ,Energie" haben. 

~) Die Theorie der quadratischen (bzw. ]~ermiteschen) Formen yon unend- 
lich vielen Variablen ist bisher haupts~chlich nur fiir eine besondere Klasse 
(,,beschr~nkte" Formen) durchgefiihrt worden (D. Hi lber t~  Grundziige einer all- 
gemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen ; ~- tte l l i n  g e r ,  Crelles Journ. 
186, 1, 1910). tIier handelt es sich aber gerade um e!cht beschr~inkte Formen. 
Trotzdem diirfen wir wohl annehmen, da~ die Siitze in der Hauptsache ebenso 
lauten. 
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,,Strecken"-Spektrum. Dieses ist, wie wir sehen warden, mit dem ,Term- 
spektrum" der Physik identiseh, wahrend alas. ,Frequenzspektrum" dureh 
Differenzbildung daraus entsteht. 

Diese tlauptachsen-Transformation liefert uns nun unmittelbar die 
Liisung unsere s dynamischen Problems: es sollte eine solche Transfor- 
mation (pOq0)__~ (pq)  geftmden werden, welche die Gleiehungen (3), 
Kap. 2, invariant l~l~t und zugleieh die Energie in eine Diagonalmatrix 
iiberfiihrt. 

Denn naeh dam obigen Satze der Algebra gibt es eine orthogona!e 
Matrix S, fiir die also 

S S * ~ - -  1, S ' S - - - -  1 (11) 

ist, yon der Art, dal3 dureh die Transformation 

0 --1 } 
pk = S p ~ *  = Spk S , (12) 

o "$ o --1 q k = S q k S  = S q k S  
1. der Hermitesche Charakter yon p~, q~ auch fiir die p~, qk erhalten 
bleibt, 2. die Gleichungen (3), Kap. 2, invariant sind, 3. die Energie in 
eine Diagonalmatrix 

H (p q) = 3 H (p ~ qO) 3 -  ~ . _  W (13) 
iibergefiihrt wird. 

Wir wollen die Frage der Eindeutigkeit dieser Ltisung diskutieren, 
vor allem, ob nicht durch eine andere orthogonale Transformation T 
andere Energiewerte erzeugg werden kiinnen. Angenommen, es w~re 

T H (pO qO) T -  1 = 1r 

eine yon [4/versehiedene Dia.gonalmatrix. Dann h~tte man 

r s - 1  S H S - I  S T - 1  : _  T S - 1  W ( T S - 1 ) - I ,  

und unsere Frage bedeutet, ob es miiglich ist, aus einer Diagonalmatrix [4/ 
eine andere 14/' durch 

W' = M W M  -~, MM*=I (14) 
zu bilden, derart, dal] [4/' n i eh t  dureh Permutation der Diagonalglieder 
aus I~ zu erhalten ist. 

Die Gleichnag (14), Kap. 3, aber lallt sieh schreiben 

W'M --MW = o, 
und bedeutet daher 

~ ( n m )  ( w ~ -  win) = o. (14a) 
Aus der Orthogonalititt yon M folgt fiir m = n insbesondere 

IM(nk)t  ~ = 1, ~ I ~ ( k ' O l '  = 

k k 
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folglich k(innen bei festem n weder aUe M(nk) noch alle M(kn) ver- 
schwinden. Dann ergib~ aber (14a), Kap. 3, daf es zu iedem n sieherlich 
ein m gibt, flit das W~ -~- Wm isf, d. h. alle W~ kommen unter  den Wm 
vor. Und ebenso folgt auch das Umgekehrte. 

Daher fiihren alle aus dem Ansat.z (12), Kap. 3, (bei bestimmten p~, q~) 
ableitbaren Liisungen auf dieselben Werte fiir die Energien der statio- 
naren Zustande im Einklang mit der in Kap. 2 ausgesprochenen Ver- 
mutung, daft die vorkommenden Energlen dutch die dynamischen Grund- 
gleichungen stets eindeutig bestimmt sind. 

Entartete Systeme werden dadurch eharakterlsiert sein, daf mehr- 
fache Eigenwerte vorkommen. Die Mehrfachheit des Eigenwertes Wn, 
d.h. die Anzahl der linear unabh~ngigen Liisungen v (In) der Gleiehung (4), 
Kap. 3, wird das statistische Gewicht des betreflenden Zustandes angeben. 

Die Wiehtigkeit der Gleichung (9), Kap. 3, fiir uasere physikalische 
Theorie beruht darauf, dafes  in der Algebra endlieher oder besehrankter 
uaendlicher Formen verschiedene Methoden i) gibt, die Eigenwerte elner 
Form zu bestimmen, ohne die Transformation wirklieh durchzufiihren. 
Man kann hoffen, daft solche Methoden bei der spateren Behandlung be- 
stlmmter physikaliseher Systeme gute Dienste leisten werden. 

w 2. A n w e n d u n g  auf die S t~ i rungs theor ie .  Im folgenden 
wollen wir zeigen, dab die bier dargelegte algebraisehe Auffassung des 
dynamlschen Problems nlcht nur zu genau den Formeld fiihrt, die friiher 
Kap. ], w 4, im Ansehlul~ an die Stiirungstheorle der klassischen ]~echanik 
abgeleitet worden sind, sondern daft sie bei der Behandhng entarteter 
Systeme der bisherigen Theorie noch erheblieh iiberlegen ist. 

Wir nehmen also wieder an, /- /babe die Form 

H : Ho + zH~ + z~H, + . . . ,  

wo das dutch He bestimmte dynamisehe Problem die L'i/sung p~, q~ hat. 
Diese Griil]en nehmen wir als die Ausgangskoordinaten, aus denen dutch 
elne orthogonale Transformation S die p~, qk zu linden sin& Die voraus- 
gesetzte Form yon ]-/ bedeutet natiirlich grundsatzlieh keine Besehriin- 
kung der Allgemeinheit, insofern man ja yon H stets einen Antefl ]']o 
von beliebiger, gewiinschter Form abtrennen kann; nur wlrd die 

1) Bei endliehen Formen sind die Eigenwerte die Wurzeln einer algebraischen 
Gleichung. Hier und auch bei beschrgnkten unendlichen Matrizen kann man sie 
z.B. nach dem Veffahren von Graeffe und Bernoulli  bestimmen; siehe etwa 
C. Courant und D.Hilbert,  Methoden der mathematischen Physik I, w 3, S. 14, 15. 
Berlin, Springer, 1924. 



586 M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan, 

Konvergenz der Potenzreihe nach s wesentlich yon der geschickten Wahl 
yon ]']o abhangen- 

Um die Hermitesche Form 

auf ihre Hauptachsen zu transformieren, kann man bekanntiich so verfahren: 

~[an suche die linearen Glelchungen 

Wx k  - -  ~ H (kl) x~ = 0 (15) 
t 

zu 15sen; das ist nur mSglich fiir gewisse Werte des Parameters W, 

n iml ich  W ~ Wn, we Wn wieder die Eigenwerte ~nergiewerte) be- 
deuten. Wir nehmen zunaehst an, daI~ keine Entartung vorliegt, also 

~ e  Wn verschieden sind. Dann geh~rt zu ,~edem Wn eine his uuf einen 

Faktor bestimmte Liisung xk ~ xk~; es gelten also die Identit~ten 

w~ x~. - ~ H (k ~) x~  ~ 0, 
1 

w ~  ~ m  - ~ H* (k ~) ~*~ = O. 
Z 

~ultipliziert.. man die erste mit x~ ,  die zweite mit xkn und summlert 

fiber k, so folgt durch Subtraktion wegen des Hermlteschen Charakters 

yon H:  
(W~ - -  W~) ~ x~,~ x ~  = 0. 

k 

Durch geeignete Wahl des Proportionalitgtsfaktors kann man es ferner 

erreichen, dab 
:~_~ x~ ,~ x ~  = 1 

k 

ist. Folglich bilden die xkn eine orthogonale k~[atrix 

$ = (xk~). 

Diese ist es gerade, welehe die gegebene Form a~  eine Quadratsumme 

transformiert; denn setzt man 

Xk = ~ Xk n Yn 
n 

in die Form ein, so erhi~lt man 

H(~l)  ~ ~ ~ ~ H (~) * * Xl~m Xln Ym Yn 
kl kl mn 

- - ~ W ~  * 
- -  ~ Ym ym. 

q~ 
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~Nach mlserer Voraussetzung habea nun die Koefflzienten der Glei- 
chungen (15), Kap. 3, die Form: 

H (~Z) = ~k~ W? + Z H 1 (k 0 + Z~ H2 (k 0 + "'" 
Daher suchen wit die LSsung yon (15), K~p. 3, dutch Entwicklungen 

der Form: W :  W ~ ~ W 0 ) ~ W (  2) - [ - . . .  / 

xk = x~ + z 41) + z ~ x(2) + . . .  / (16) 

zu gewinnen. Setzen wir das in (15), Kap. 3, ein, so bekommen wir die 
N~herungsgleichungen : 

a) ~ ( W  o - -  W~) = o, 

b) x(kl) ( W  ~ - -  W~) = - -  x~ WO) -[- ~ H(1) (kl) x?, I (17) ~) x(,2)(w o _ w~)  = - (~()) w(1) + x~o) w(~)) [ 

J l 
Aus (17a), Kap. 3, folgt, dal~ W gleich einem der Wk werden mn~; 
denn sonst wiirden aile x~ verschwinden, uad d a.nn wtirde man aus den 
folgeaden Naherungsgleichtmgen auch das Verschwinden yon x(!) , x~ 2) . . . .  
der Reihe nach erscMiel]en k(innen. 

Nehmen wir nun das Ausgangssystem Ms nich~ eatartet, also alle 
W~ als verschieden an, so lautet die L0stmg yon (17 a), Kap. 3: 

W =  W~ x ~ 1 7 6  x ~ n =  0 fiir k@:n.  (lS) 

Dabei ist yn ~ eine beliebige Zah]. 
Setzen wir alas in (17b), Kap. 3, ein, so hat man, je nachdem k ~--~ n 

oder k :r n ist: : 
o = yo ( _  w(~) + ~o)(~.)), 

�9 ( ) ) ( w 2 -  w~) = H~i)(k~)y ~ k ~ .  
Die Lilstmg lautet also: 

x0 )=y(1 ) ;  ~1)__ ~ y ~  (19) W(1) ~ I-I(1)(nn); 
~,~ o( ) 

wo y~) wiederum eine beliebige Zahl ist: 
~unmehr folgt ebenso arts (17c), Kap. 3: 

1 , H (1) (n l) H (1) (l n)  , / 
W(2) - ~  H (2) (n n) - -  ~- ~ = 

?)o / q 

(1 ~_j,H(1)(ki)HO)(ln) H(D(nn)H(l)(kn) (20) 

h Vo (k n) / ~o _ h Vo (k n) 
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Ebenso ldcht  gewlnnt man die Liisung der dri~en N~aertmg; wir 
g e b e n  nut den Energlewert-an: 

1 ~ ,  H(D (n l) H(2) (/n) -~ H(2) (n l) HO) (1 n) 
W(3) = H(3)(nn) --  k z v o (ln) 

1 k'~('~'H(1)(nl)HO)qk)H(D(kn)~ HO)(nn) ~,HO)(nl)HO)z ~ - ~  (ln)]. + 

Die vorlauiig willkiirllchen Griii]en y~), yO), . . .  dienen dazu, die Liisung 
zu normieren (orthogonal ist sie yon selbst); die Bedingung 

* 
Xkng~kn = 1 

k 
liefert fiir 

die Gleiehungen: 

. ~(1) __ lu  ~(2) 
�9 ~ .  = x ~  + ~ ~ ~ ~ + .  

: ~ x O  x*O kn kn = 1 
k 

~ (  o *(1) x O) x*~ \Wkn~"kn -~ kn lcn) ----0 
k 

�9 �9 �9 , �9 �9 , �9 �9 �9 �9 . . . .  

Setzt man bier die eben gefundene LSsung eln, so folgt der Reihe nach 

Se~zen wlr nun 

so erhalten wir: 

ly~ =---- 1 
yO .*(D-- *o (D 
n Yn - r  Y~ Y~ = 0 

�9 . . . . . . . .  . �9 �9 p 

(21) 

o 
a n =  1 

2a~ )cos( o _  cp~)) = 0 (22) 

2 a(n r) COS (Cp O - -  q0(n r)) = F (r) (a  `r- l ) ,  r 

�9 (1) Man kann also die Phasenkonstanten ~n ~ ~n , . . .  belieblg wghlen; dann 
o aO) .. sukzessive berechenbar und eindeutig bestimmt. Das sind die an, �9 

s~eh~ in Ubereins~immung mit unserem ~riiher (w 3) gefundenen ResultS, 
daft die Phasen der Diagonalglieder yon S unbestimmt bleiben. 

Setzt man die geiundenen Werte an ~ = 1 , . . .  in (21) Kap. 3 und 
dies in (18), (19), (20), Kap. 3, ein, so sieht man, da~ das frtiher dureh- 
geftihrte ,Sttirtmgsverfahren" gerade die L~isung gellefert hat, bel der 
die Phasen ~0 (p) verschwinden, also die Diagonalglieder yon S reell sin& 
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Wir be~rachten nun den Fall, dal~ das Ausgangssystem entar~et isf, 
und zwar sei W ~ ein r-facher Eigenwert.; das bedeutet, die Gleichang (17 a), 
Kap. 3, hat die Liisung 

0 0 0 ] 
W_~--. W n ;  Xnn : Yl,n ,  Xn, n + l  ~ Y 2 , n ' ' "  

o 0 / (2~) 
Xn, n + r - - 1  ~ Yr, n,) 

0 xkn ~ 0 ffir k :r n, n + l ,  . . . ,  n + r - - 1 .  

Dann verschwindet die linke Seite yon (17b), Kap. 3, fiir 

k ~ n , n +  l , . . . , n + r - - 1 ;  

das liefert (r) Gleichungen: 

Br(1)y:n-- ~ H(1)(n -~- k, n ~- l) yl~ = 0; k = 1, 2, . . . ,  r, (24) 
l = r  

deren Koeffizlentenschema wieder vom Hermiteschen Typus ist. 
Setzt man die Determinante gleieh Null, so erhalt man eine Sakular- 

gleichung vom r-ten Grade ffir W(U: 

Def. (W0)~k~-  g(O (n + k, n + 1)) = 0, (25) 

deren Wnrzeln sieherlich reell sind. Zu ieder Wurzel geh6ren eine oder 
mehrere unabhKngige Liisungen der Glelchungen (24), Kap. 3. 

Wablt man eine solehe LSsung aus, so kann man ffir diese das 
Naherungsverfahren fortsetzen; doeh soll das bier nieht welter ausgefiihrt 
werden. 

Es genfig~ uns, slngesehen zu habsn, dad man mit unssrer algebrai- 
schen Methode alle Entartungen yon endlieher Vielfachheit beherrseht, 
d. h. sis auf die LSsung yon algebraisehen Gleiehungen zuriickfii]aren 
kann. Wenn z. B. jeder Eigenwert zweifaeh ist, also zu ~edem eins ver- 
sehwindende Frequenz v o (nm) gehSrt, so ffihrt das St~h'ungsproblem auf 
eine quadratisehs Gleichung 

W0) - -  H(1) (n, n) - -  H(1)(n, n + 1) 
- - H O ) ( n +  l , n )  W ( 1 ) _ _ H ( D ( n +  I , n ~ _  I) -~-0.  

Dieser Fall liegt vor, wenn zwei ursprfinglieh glsiche, nieht entartete 
Systeme (wobei alle Frequenzen eines einzelnsn Systems versehledsn sein 
sollen) dureh irgendwelehe Kr~fte gekoppelt werden. 

Eine interessante Bsdeu~ng hat fernsr die 0rthogonalit~tsrelatlon 
0 r  

XknXkn  ~ 1 
k 

bei sntarteten Systemen. Wegen (23) geht diese Relation tiber in 
r 

0 *0 
2.~YlnY~n ~ -  1. 

Zeitsehrift fiir' Physik. Bd. XXXV. 41 
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Hieraus folgt, wenn m irgend eine Zahl der Reihe n, n ~- 1, . . .  n ~ -  r - -  1,  

und k irgend eine Zahl aul]erhalb dieser Relhe bedeutet, daI] die Snmmen 

n+r--1 
~0 ('~k)p*0 (ink), 

m = n  

n+r--1 
"~  q~ (mk)q~~ 

auch bei Entartung eindeutig best~mmt slnd, d. h. dai] diese Summen 
gegen die Transformationen, die nach (19), Kap. 2, bei En~artung aus 
gewissen Liisungen p, q neue, davon wesentllch verschiedene Li~sungen 
p'q' hervorgehen lassen, invariant sind. Dieses Ergebnis g i b t  eine 
mathematische Darstellung der sogenaanten spektroskoplschen Stabilit~t, 
die in den neueren Theorien fiber die Feinstrukhlrin~enslta~en (vgl. 
Kap. 4) eine wichtige Rolle gespiel~ hat. 

w 3. K o n t i n u i e r l i e h e  S2ek t ra .  Das glelehzeitige Auf~reten von 
kontinuierlichen Spek~ra and Linlenspektra als Liisungen derselben Be- 
wegungsgleichungen und derselben u schlen uns 
tin besonders wesentlicher Zug der neuen Theorle. Trotz dieses engen 
ZUsammen]aangs beider Arden von Spektra bestehen aber zwischen den 
kontinuierlichen und den diskreten Spektra mathematiseh wit physikaliseh 
charakteristlsche Unterschiede, entsprechend dem Untersehied zwlschen 
Fourierreihe u,~d Four~erlntegral in der klassischen Theorie; es erseheint 
uns deshalb notwendig, auch die Behandlung der kon~inuierlichen Spektra 
hier in groben Umrissen darzus~ellen. Die mathematisehe Theorie der 
bei maendlichen quadratischen Formen auftretenden Streckenspektra ist 
hn Anschlu~ an die grundlegenden Un~ersuehungen yon t t i l be r~  ausffihr- 
lieh entwickelt worden yon H e l l i n g e r  (1. c.) ~fir den Fall besehrankter 
quadratlseher Formen. Wenn wir ans hier erlauben, die Ergebnisse 
H e l l i n g e r s  auf dig bei uns auftretenden unbesehrankten Formen zu 
iibertragen, so seheint uns dies deshalb bereehtigt, weil die Methoden 
H e 1 l ing  e r s offenbar vollstandig dem physikalisehen Sinne des gestellten 
Problems entsprechen. 

Be~rachten wir zan~ehst kurz das klassische Analogon unseres 
Problems, die aperiodisehe Bewegung und ihr Fourierintegral. W~hrend 
in einer Fourierreihe zu einer Sehwingung e 2ain't ste~s eine gewisse Am- 
plitude a(v) gehSrt, trltt  beim Fourierlntegral an Stelle yon a(v) elne 
GrS~e der Form ~ (v)dr,  wo man ~ (v) gewissermai~en als Amplituden- 
diehte pro Frequenzintervall dv bezeiehnen kann. In ahnlieher Weise 
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kann man, was physlkalisch unmittelbar einleuchtet, alle Griil]en, wie 

Intensitat, Polarisation usw., stets nur auf einen Frequenzbereieh dv 
zwischen v und v ~- dv bezlehen, nieht aber auf eine bestimmte Frequenz 
selbst. Ganz ~hnliche Verhaltnisse werden wir aueh in der Quanten- 
mechanik zu erwarten haben. An Stelle der GrSl]en q (kO werden GrS~en 
der Form q(k, W) d W bzw. q(W~ W') d Wd W' treten, ie nachdem der 
eine der beiden Indizes oder beide im kontinuierliehen Gebiet liegen. Ja, 
an Ste]le der Energie W selbst wird eine , Gesamtenergie" pro Intervall 
d W treten miissen, da ia im kontinuierlichen Gebiet die Wahrscheinlieh- 
keit, dal~ das Atom eine ganz bestimmte Energie W hat, Null ist. Um 
fiber diese Fragen Klarheit zu schaffen, werden wir im folgenden die 
mathematisehe Theorle nach t t e l l i n g e r  kurz skizzieren. 

Bei unendliehen quadratischen Formen kazm der Fall eintreten, dalt 

die Form ~ H (m n) xm x* 
m n  

nieht dutch eine orthogonale Substitution in die Gestalt ~ Wnyny*n fiber- 
n 

gefiihrt werden kann. Dann diiffen wir in Analogie zu den Ergebnissen 
bei beschrankten Formen annehmen, dal~ es eine Darstellung mit kon- 
tinuierlichem Spektrum 

H(mn)~x~nx*~ -~- ~ W~ YnY* + ~ W(~)y  (cp)y* (cp) dcp (26) 
m T t  ~t 

gibt, bei der die urspriingliehen Variablen durch elne , orthogonale Trans- 
tormation" mit neuen Variablen y (n), y (9~) zusammenhangen; nur mull 
man genauer auseinandersetzen, was man hier uuter einer orthogonalen 
Transformation versteht. 

Betraebten wir wieder die linearen Gleichungen (15), Kap. 3, 

Wx~ --  ~ H (kl) x~ ~ 0, (27) 
z 

so wird der betraehtete Fall eines Integralbestandteils in (26), Kap. 3, 
dann elntreten, wenn es nicht nur diskrete Werte Wn gibt, fiir die diese 
Gleiehungen liisbar sind, sondern aueh ein Kontinuum solcher Werte, 
eine oder mehrere ,Strecken" der W-Achse (Streekenspektrum). Fiir 
irgend einen Punkt W dieses Kontinuums existiert eine LSsung xz (W) 
(oder mehrere, was wir der Einfaehheit halber aussehliel]en wollen); flit 
zwei solche W-Werte, ~ '  und W", gelten also die Gleiehungen: 

w ' x ~ ( w ' )  - ~ H ( k T ) x ~ ( W ' )  -~  O, | 
/ (28) 

w" ~ (w") - ~ H* (kO xt (w") = o, 
l 

41" 
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aus denen man, wie oben, schliei~t 

(W' - -  W") ~ xk (W') xk (W") ~ 0. (29) 
k 

Versucht man zu diesen Orthogonalitatsrelationen die Normierungs- 
bedingung 

= 1 
k 

hinzuzufiigen, so sieht man, dab die Funktion der zwei Yeranderlichen 

~] xk (W') xk (W") 
k 

unstetlg in einem sehlhnmen Sinne ware, wenn Sie tiberhaupt existierte. 
Tatsaehlich konvergiert die betrachtete Summe nicht, stellt also anch 
kelne Fnnktion dar. 

Daher ist elne andere Art der Normierung notwendig. Naeh t te l -  
l i n g e r  setzt man 

a w l  _-- ( w )  (30) 
k 

Die Reihe anf der linken Seite ist fin allgemeinen konvergent und 
stellt eine monotone Funktion ~ ( W )  dar, die mit gewissen Einschran- 
kungen willkiirlich gewahlt werden kann, da ja die x , (W) nut bis auf 
einen yon k unabhangigen Faktor bestfinmt slnd. Auf die physikalische 
Bedeutung dieser Fnnktion ~(W),  dutch welche die L(isungen xk(W) 
festgeleg~ werden, werden.wir sparer eingehen. H e l l i n g e r  nennt ~ (W) 
die ,Basisiunktion" und zeigt, da~ sich die Orthogonalitatsbedingungen 
in folgende Form bringen lassen: Es seien z/1 und z/~ ir'gend zwei Inter- 
valle des Streckenspektrums und z/1 ~ das ihnen gemeinsame Teilsttiek 
(das aueh fehlen kann); dann gilt: 

a l  Af2 ~f12 (31) 
= r (W(2)) - -  r (WO)), 

wo WO), W(2) die Endpunkte yon Z/l~ sind. Reehts steht also Null, 
wenn die Strecken z/~, z/~ sleh nieht iiberdeeken. 

Denkt man sieh die Intervalle ,d~, z/~, z/~l sehr klein, so kann man 
symbolisch sehreiben 

~_ax~(W')dW'.xk(W")dW" ---- dvp(W). (32) 
k 

Diese Beziehung legt den Gedanken nahe, aUgemein mit den Gri~l}en 
x~(W)dW als ,Differentiall(Isungen" yon (27), Kap. 3, zu operleren, 
wobei man nur zu beachten hat, dab die betreifenden Gleiehungen stets 
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im Sinne yon (31), Kap. 3, zu interpretieren sind; diese Differential- 
l(isungen sind dann in gewiihnl~cher Weise orthogonal, aber nicht 

auf 1, sondern au~ das Differential der Basisfunktion ~ ( W )  normiert. 

Die Gesamtheit der diskreten Werte X~n and der in einem Index 
diskret, im anderen kontinuierlich verteilten x k (W) bildet die Elemente 
der ,orthogonalen" Matrix: 

S ~ (Xk n, Xk (W)  d W), 

die man schematisch so darstellen kann: 

T . . . . . . . .  

S = (33) 

Die O~hogonalit~ts- trod Normalisierungsgleiehungen ftir die g ~ z e  Matrix 

zertallea in vier verschiedene Typen: 

k 

:~xk.x~(W)dW-~ o; :~x~(W)dW.x~. ---- 0; (34) 
k k 

~_~ xk ( W')  d W'  x~ ( W") d W" = d cp. 
k 

Maa kann aber auch die Or~hogonalitatsrelationen fiir die Kolonnen 

anschreiben; diese lauten: 

x* ~' xk (W) d W. xi* (W) d W 

= ~ x ~ x 5  + ~xk(W)x~(W)=~, 05)  

wo r  d r gesetzt ist. 
d W  

Mit Hilfe dieser ~a t r ix  hat man die Varlablea xn in neue Yn, y(~p)dep 
zu transiormieren; man setze: 

y~ ~ ~']xk,~.~k ] 
/ (36) 

k 



594 M. Bern, W. Heisenberg und P. Jordan, 

Dann ergib~ eine einfaehe Rechnung: 

~ W .  * ---- 
n kZ 

Damit ist die Haupfachsentransformation ausgefiihr~. 
Untersuchen wir nun weiter, welche Darstellung der Koordinaten- 

und Impulsmatrizen man mit Hilte dieser orthogonalen Transformation 
erhalt, d. h. was die Gleichungen 

P ~ S P ~  I 
q ----- S qo S - '  J (38) 

oder allgemein 
f (p q) = 3 f (Po qo) 3 =' (39) 

hier bedeuten. Wir finden z. B. fiir p vier Typen yon Elementen: 

kl / x~,.P ~ (k O xt ( W) d W, 

x~ (W) d W. jpo (k l) x,n, [' (40) 

] x~ (W') d W'p o (kZ) x~ (W") d W". 

In ahnlleher Weise werden allgemein entsprechend nnserer friiher aus- 
gesproehenen Erwartung an Stelle der Amplitaden 1o (ran) ira Falle eines 
kontinuierlich veriinderlichen Index ,,Amplitudendichten" ~o (m W) d W 
treten, die slch anf ein Intervall d W beziehen. Dabei ist es aber nicht 
notwendig, als den kontinuierlieh ver~nderlichen Index eben die Energie 
zu nehmen. Man kiinnte start der Energie z. B. die Gr~il]e ~ (W) ein- 

d W  
fiihren. An Stelle yon p (m W) d W wiirde dana 1o (m 9) ~ d ~ treten. 

Sehliel]lleh wird die Energie Wn im kontinuierllchen Fal]e ersetzt durch 
die GrSl~e W ( ~ ) d ~ .  An Stel]e der Energie des einzelaen Atoms tritt  
also eine Art Gesamtenergie pro Interval] d W. Daher bedentet d cp im 
wesentlichen die Anzahl der Atome, deren Energie zwischen W und 
W -~ d W liegt odor die a priori-Wahrscheinlichkeit dafiir, dai] die Energie 
des Atoms zwischen W nnd W ~-d  W llegt, tiler erkennen wir den 
Untersehled zwlschen den F~llen der diskreten stationaren Zustande 
einerseits und der kontinnierlichen Zustandsmannigfaltigkeiten anderer- 
seits am deutlichsten und wir sehen einen einfachen Zusammenhang des 
Problems der statistischen Gewichte mit der Frago nach der Normierung 
der LSsung yon (27), Kap. 3. Im Falle diskreter Zustande machen wir 
bei nicht mehdachen Eigenwerten den einfaehen physikalischen Ansatz, 

p(~, W ) d W =  
kl  

p(w, ,OdW = 
kl 

v(w' ,  W")dW'dW"----- 
kt 
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dab ieder Zustand das statistische Gewicht 1 haben soll. Dem entspricht 
es, dal~ wir eine Normierung der xkn auf Grund der Forderung 

k 
durchfiihrten. Im Falle kontinuierlieher Zustandsmannlgfaltigkeiten war 
elne so elnfache Festlegung der a priori-Wahrscheinlichkeiten nicht miig- 
lich, zu ihrer Bestlmmung und damit auch zur Bestimmung der Funktio n 
sind eingehendere Untersuchungen des betreffenden Problems notwendig. 
Daher diirfte sich auch der Zusammenhang der ~bergangswahrscheinlich- 
keiten mlt den Amplltuden im Falle kontinuierlicher Spektra etwas ver- 
wickelter gestalten, als bei den Linienspektra. 

Die durch (40), Kap. 3, und entsprechende Formen dargestellten 
Matrizen yon fl, q oder f (p ,  q) lassen sich allgemein durch nebenstehen- 
des Schema anschaulich machen: Die 
physikalische Bedeutung dleses Schemas /m '~ ~ '~" :~ \ 

leuehtet ein. 1 ) Es gibt vier Arten yon ,,Uberg~ngen ~, 

negate zu ill den in der bisherigen Theorie des Wasser- 
stoffatoms postulierten ,l~Jbergi~ngen" :. 
1. yon Ellipse zu Ellipse, 2. yon Ellipse 
zu Hyperbel, 3. yon Hyperbel zu Ellipsel 4. von Hyperbel zu Hyperbel. 

Gegen die Formeln (38) und (40), Kap. 3, kann noch eingewendet 
werden, dal~ die maendlichen Summen der rechten Seite sieher in manchen 
F~llen ~icht konvergieren, also auch keine Funk~ion dars~e]len, da ja aueh 
in der klassisehen Theorie eine Darstellung einer Funktion f ( p ,  q) durch 
Fourierintegrale manchmal nicht mSglich ist, z. B. dann niche, wenn die 
betreffenden Funkti0nen f fiir grol]e Zeiten linear mlt der Zeit anwachsen 
(was im allgemeinen fiir die Koordinate der Fall seln wird). Auf diesen Ein- 
wand kann man aber erwidern~ daft die beobachtbaren Wirkungen des Atoms 
(wie die Strahlung, die Kraft auf eln anderes Atom usw.) im allgemeinen 
nlcht zu dieser Art yon Funktionen gehiiren, daft also die ihnen entsprechen- 
den Summen yore Typus der Formeln (40)~ Kap. 3, konvergieren dtirften. 

K a p i t e l  4. P h y s i k a l i s c h e  A n w e n d u n g e n  der  Theorie .  

w 1. Sa tze  fiber Impu l s  und Drehimpul 's ;  I n t e n s i t a t s -  
fo rme ln  und A u s w a h l r e g e l n .  Als Anwendung der al]gemeinen 
Theorie, wie sie im  vorangehenden begriindet wurde~ sollen nun die be- 
kannten Tatsachen bezfiglich der ,Quantelung" des Drehimpulses and 
einige damir zusammenhangende Gesetzmai]igkeiten abgeleitet werden. 
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Wir werden dabei zugleich einige charakteristische Beispiele flit die 
I n t e g r a t i o n  der quan~enmechanischen Bewegungsgleichungen kennen- 
leraen. Die ~riiher besprochenen Stiirungsmethoden kiinnen natiirlich erst 
dann erfolgreich angewandt werden, wenn eine Reihe besonders eiT,[acher 
Beisplele, welche als ungestiirte Systeme ]-]o gewiihlt werden kSnnen, au~ 
andere Weise integriert worden sind. Die quantenmechanischen Be- 
wegungsglelehungen, wie sie aus der Komponentenzerlegung der Matrizen- 
glelehungen eatspringen~ bieten nun die besondere Schwierigkeit, dal] 
--abgesehen yore Beispiel des harmonischen 0szillators - -  in ~eder 
eiazelnen 'Glelchung bereits unendllch viele Unbekannte auftreten. Ein 
im folgenden mehrfach gebrauchtes und wie es seheint, sehr h~uIig an- 
wendbares Verfahren, diese Schwierigkeit zu iiberwlnden, besteht ira 
folgenden. Man sucht zunachst in Analogie zur klassischen Theorie 
Integrale der Bewegungsgleiehungen, also Funktionen fl] (p, q), welche 
au~ Gruad der Bewegungsglelchungen und der u zeit- 
tich konstant sind und daher bei nlchtentarteten peri0dischen Systemen 
Diagonalmatrizen werden. Ist nun ~ (p, q) irgend elne Funktion,  so 
kann die Differenz 

vermit~elst der Ver~auschtmgsregeln berechne~ werden; wenn A eine Dia- 
gonalmatrix ist, ergibt sieh ein System yon Gleichtmgen, die nur ie end- 
lich viele Unbekannte, namlieh ie eiae einzige Komponente der Matrizen 

und W (und ]e zwei Diagonalglieder yon ~ )  enthalten. 
Ist in kartesischen Koordiaaten ]-] = ] - ] ' ( t o ) ~ - ] - f ' ( q ) -  worin 

also aueh die relativistisehe Mechanik enthalten ist - - ,  so ist sofort zu 
sehen, dal] die Komponenten des Drehimpulses ~}~: 

[/3 

f/3 

I~ly ~ ~ (Pk~qk~-- qk~Pk~), (1) 
k = l  

f/3 
P'l, ~ ~ (Pk~qky - -  qk~Pk~) 

unter den gleichen allgemeinen Bedingungen konstant werden, wie in der 
klassisehen Theorle. Denn es erglbt slch fiir die zeltliche Ableitung etwa 
yon ~Iz eine Summe 

Mo = ~ (q) + ~ (P), 

und wegen der Vertauschbarkeit aller p untereinander und aller q unter- 
einander versehwinden ~, ~,  unter denselben Bedingungen wie klassisch. 
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Die glelehe Bemerkung ist anzuwenden auf den Translationsimpuls 
fib f/8 

= ~ ;  d.h.  p x =  ~ p ~ , . . . ,  (2) 

der ebenfalls konstant wird. Also gilt auch dec Sehwerpunktsatz, wie 
in der klassisehen Theorie. 

Wir merken hier sogleich eine sparer zu benutzende Formel an, die 
aus den Vertausehungsrelationen (3), Kap. 2, abzuleiten ist. Es wird: 

M~My -- M~M~ = ~ {(Pkyqk~--qkyP~) (P~q~ -- q~Pz~) 
kl 

-- (Pkz qk~ -- q~zPkx) (Ptyqlz -- qlyPlz)}, 

h 
-- 2~i ~] (Pk~qky- qk~Pky), 

k 

also / h \ 
(3) M~My--M~M~ = ~M~, ~ - 2 ~ ) "  

Man sieht iibrigens aus dieser Formel uamittelbar, dai] der Fl~chensatz 
wie in der klassischen Theorie stets ftir hSchstens eine oder fiir alle drei 
Achsen gilt. 

Fiir das Folgende wollen wir annehmen, daI~ das uns vorliegende 
Problem bei Behandlung nach den im vorigen Kapitel entwickelten 
Methoden zn d i s k r e t e n  Energiewerten (Ptmktspektrnm) fiihrt. Ist 
dann Mz : 0 bei einem n i c h t e n t a r t e t e n  System - -  dies wird z. B. 
der Fall sein, wen:a K r ~ e  mit Symmetrie um die z-Aehse anf das 
Atom wirken - - ,  so mu~ Mz eine D i a g o n a l m a t r i x  werden; die 
einzelnen Diagonalglieder sind als Drehmomente des Atoms um die 
z-Aehse ftir die einzelnen Z u s t a n d e  des Atoms anzusehen. Zur Unter -  
suchung der Ele.ktronenbewegungen in diesem Falle beaehten wir zunaehst, 

daI} aus (1), Kap. 4, ql~M~- M~q~ : 0 (4) 

folgt, was wegen Mz(nm) = ~n~Mzn bedeutet: 

q~ (n ~)  (M~ ~ - -  M ~ )  ---- o. (5) 

Man sieht: Bei  e inem Q n a n t e n s p r u n g ,  bei ddm sich das D r e h -  
.moment M~ a n d e r t ,  l i e g t  die , S chwingungsebene"  der  e r zeng~en  
, K u g e l w e l l e "  s e n k r e c h t  zur  z -Aehse .  Welter wird 

(6) 
q~ ~ M~ -- M~ q~ ---- ~ q~, 

a~so q~ (n ~) (M~. -- i~) ~ -- ~ q~ (n~)~ 

q ~ ( ~ ) ( : ~ - - i ~ )  ---- ~ q~o(,,~). ~ (~) 
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Bei  Spr i ingen  ohne ~ n d e r u n g  yon  :M z i s t  das a u s g e s t r a h l t e  
L i c h t  p a r a l l e l  der  z . A c h s e l i n e a r  p o l a r i s i e r t .  Aus (7),Kap. 4, 
folgt weiter 

/ ( M ~ - - M , ~ )  ~ h~ I (nm) 0 x, - - ~ j q ~  = ; ~ =  v. (s) 

Man sehliellt endlich: Bei  jedem Q u a n t e n s p r u n g  a n d e r t  s ich M~,~ 

+_h_h. Das im l e t z t e r e n  FMIe  a u s g e s t r a h l t e  L i e h t  um 0 oder  u m _ 2 ~  

is t  nach (7), Kap. 4, z i r k u l a r  p o l a r i s i e r t .  Nach dem obigen Er- 
gebn~s betreffs der miiglichen Anderungen yon Mz kann Mzn dargestellt 
werden in der Form 

h 
M~, = ~ (n I + C), n 1 . . . . .  2, - -  l, 0, 1, 2 . . .  (9) 

Gabe es Zust~nde, deren Drehmoment nicht in diese Reihe paflt, so 
kiinnten zwischen diesen trod den in (9), Kap. 4, gegebenen kelne Uber- 
gange und keinerlei Wechselwirkung eintreten. Man kann (9), Kap. 4, 
zum Anlafl nehmen, um eine Spaltung yon n in zwei Komponenten durch- 
zufiihren, yon denen die eine die in (9), Kap. 4, eingefiihrte Zahl n 1 ist, 
w~thrend die andere n s die versehiedenen n mi~ gleiehem n 1 abz~hlt. 
Unsere Matrizen werden dann vierdimensional, tmd die gewonnenen Er- 
gebnisse beziiglich der Elektronenbewegungen lassen sich so zusammen- 

fassen : qzz ( n m ) =  i} nt.m I qlz (rim); (10) 

(10') 
q~v (n m) --- i}l. i n~_,nt l q~y (n m) ; ! 

qz~(nl, ns; n l ! l  , m2)T iqzy (n  v n2; n l + l  , rag) = 0. (10.") 

Aus (4), Kap. 4, und (6), Kap. 4, folgt ferner, wenn q~ = q~ 
= q ~  + q~y + q~z gesetzt wird: 

q?M~ - -  M~q? = o. (11) 
Diese Beziehung bedentet, da~ q~ in bezug auf die ,Quantenzahl" n 1 

eine Diagonalinatrix ist. 
Die Re~ationen (4) bis (7), Kap. 4, und (10), (11), Kap. 4, sind aueh 

dann rlchtig, wenn wit fiir qz~, qty, qtz einsetzen: 

Ptx, Ply, Pt~ oder aueh M~, My, /v]~. 

Also gilt insbesondere 

.M~(n v n~; n l + l  , m , , ) T i M y ( n  v %; nx___~ 1, ma) = 0. / ( t  2) 
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Ferner ist [vgl. Gleichung (1), Kap. 4] ~ s  __ M S = M~ + M~ -~ M2 
in bezug auf n 1 eine Diagonalmatrix; denn es gilt 

MS M~ - -  M~M S = O. (13) 

Fiir ein System, in welehem alle drei Flaehens~tze gelten, k~nnen 
die konstanten Komponenten yon ~ gewit] nicht s~mtlieh Diagonal- 
matrizen sein. Denn sonst w~ren auf iede dieser Komponenten die oben 
fiir Mz -~- Diagonalmatrix ausgeffihrten Betrachtungen anzuwenden, was 
zu Widerspr~iehen ffihren wiirde. Ein solches System ist also notwendig 
en ta r t e t .  

Wir wollen mm ein System ]-] ~ 1"]o + ~t/'/1 + "'" von folgender 
Art betrachten: Ftir  ~ = 0 so l l en  al le  d r e i F l ~ e h e n s a t z e  gel ten.  
Ff i r  ~ =r 0 sol l  das Sys t em n i e h t e n t a r t e t  sein; d a b e i s o l l  die 
K o n s t a n z  yon Mz bes tehen  bleiben. Die En e r g i e  1"]o h a n g t  
n l eh t  von n 1 ab. Die Ergebnlsse, die bei dieser Untersuchung fiir 

~ 0 gewonnen werden, k~nnen zum Teil auch auf das entartete 
System H o iibertragen werden, namlieh soweit, als sie u n a b h a n g i g  
s ind e rs tens  yon ~ und zwei tens  yon  der a u s g e z e i c h n e t e n  
R i e h t u n g  z. 

Die vorausgesetzte Entartung des Systems fiir ~L ~ 0 wird dadureh 
d 

ausgedriiekt, dab M~, My, ~ (MS) keine Glieder mit der nullten Potenz 

yon s enthalten. Es wird also 

vo(nm)M,7(nm ) ~ O, ~ ~ x, y ; [  (14) 
Vo (n ~) ~ (n ~) = 0. / 

Da H2 o von der frfiher eingefiihrten Quantenzahl n~ unabh~ngig ist, 
also Vo (%, %; m v ns) ~ O, wahrend stets Vo (n v ns; ml, m~) ::~ 0 ffir 
ns 2F ~s ist, so folgt aus (14), Kap. 4: 

;go (rim) = ~ ~ ~ o  (,~ m), / (1 
~) 

~ o '  (nr~) = 8~= ~ ~u ~ (nm). / 

Das Quadrat des Gesamtimpulses M ~ ist wegen (13), (15), Kap. 4, eine 
Diagonalmatrix. Die Doppelsumme, welehe ein Element der Matrix 
M ~ M~ darstellt, zieht sieh in eine einhche Summe zusammen: 

l:lk2 / (16) 

die wegen der endlichen Anzahl der bei {estem n S mSgllchen n 1 (die 
Olieder -con M o' --_ Mf + M2 ~ + M ~ > M2 ]~a.gen ni&t -con % ab) 
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nur  eine endliche Anzahl yon Summanden enth~lt. Wir kOnnen in (5), 
Kap. 4, angewandt fiir M ~ M~, M ~ ieweils die zu einem bestimmten n s 
gehSrigen Gleichungen nach n I summieren und erhalten bei festem n~ 1): 

h 
: ~ ( n l n ~ ;  mln~) = ~ ( n i  + C)~-~ = 0. (17) 

Wenn wir noch beachten, dab nach (12), Kap. 4, und (16), Kap. 4, die 
Summe (17), Kap. 4, tiir iede einzelne lfiekenlose Reihe der n 1 ver- 
schwindet, so folgt, dab die bei festem n2 mSglichen Werte von nl + C 
eine lfickenlose Reihe bilden und S y m m e t r i s c h  zu N u l l  l i egen ,  also 
notwendig entweder ganze  Zah len  oder ,,halbe Zahlen" ,  d. h. Zahlen 
der Relhe . . . .  6, 1 1 a . . ,  sein mfissen. Ffihren wir nachtraglich 

h 
ffir das ~[oment Mz um die z-~ehse stat~ (n 1 ~- C) ~ die bisher in der 

h 
Literatur fibliche Bezeiehnung ~ n ~  ein, so haben wir also gezeigt, dab 

Nr m die Auswahlregel m ~ gilt, und dal3 m entweder ,ganz .... 
[ m  1 

oder ,,halbzahlig" ist. 
Unser Ergebnis zeigt ferner, dal~ Verbote einzelner Zust~de, wie 

sie z. B. in der bisherlgen Theorie des Wasserstoffs notwendig waren, 
um Zusammenst~l~e des Elektrons mit dem Is .zu verhfiten, in der 
hier versuehten Theorie keinen Platz haben. 

Wit  werden nun fiber (5); Kap. 4, und (8), Kap. 4, hinausgehend 
auch das Auswahlprinzip ffir die ,, Quantenzahl des Gesamtimpulses", terner 
die [ntensitaten beim Zeemaneffekt aus den Grundgleiehungen unserer 
Theorie herzuleiten suchen. 

Erinnern wit uns an die klassische Theorie dieser Auswahlregeln: 
Es ist dort nut nStig, ein Koordinatensystem einzuffihren, dessen Z-Achse 
mlt tier Richtung des Gesamtimpldses zusammenf~llt, dann werden ffir 
die neuen Koordlnaten dieselben Resultate hinsichtlieh ~ abgeleitet 
werden k~nnen, wie vorher fiir Mz. Konstruieren wir uns also klassisch 
ein solehes Koordinatensystem x', y', z': Es wird iedenfalls gelten mfissen : 

~'=xN-+~-~-+~ ~,  

da~nit~ die ~'-Aehse die Riehtung des GesamtimpNses habe. (Den Index o 
bei den Impalsen und Koordlnaten werden wir im ~olgenden der Einfaeh- 

~) Auf die Tatsaehe, daft bei endlicher Diagonalsumme D(~b) stets 
/) (a b) ~ .D (ha) ist, wurde sehon in I. aufmerksam gemaeht. 
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heir halber wieder weglassen; es beziehen sich die Reehnungen stets auf 

den Grenzfall g = 0.) Ferner kSnnen wit es so einrichten, dal] die 

x'-Achse in der x, y-Ebene ]iegt. Dadureh ist dann alles festgelegt and 

es gilt:  My .My 
X - - - -  

y' 

Versuchen wir nun ein analoges Verfahren in der Quantenmechanik. 

Wir  ftihren die drei Gr(i~en eln: 

Zt = q~xM. + qzyMy + qz~Mz, ] 

X~ = q~yM~ - -  M y q l . ,  I (18) 
Yz : M~qz~M~ + M.~q~Mv -- qz~M~M~ --  MvM~q~v. 

Zur Ableitung der gesuehten Auswahlregeln brauehen wir noch einige 

Vertausehungsrelationen, die sieh aus (4), Kap. (4), und (6), Kap. 4, ergeben 

( 
E : 2 - ~  : q l ~ M  ~ - M ~ q ~  : 2 e ( q l ~ M y - - M ~ q ~ y )  (19) 

und die dutch zyk]ische Vertauschung hleraus hervorgehenden Glelchmlgen 

fiir qly, q~z. Dann folgt 1) aus (3), (4), (6)  and (19), Kap. 4:  

X~M~ - -  M~ Xt = 2 ~ Y~, 
y ~ M  ~ - -  M ~ y~ = ~ ( X ~ M  ~ + M~ X~), (20) 
Z I M  ~ - -  M~ ZI ---- O. 

1) Die erste und dritte Formel von (20), Kap. 4, ergibt sich aus gang. ein- 
facher Rechnung. Die zweite Gleichung (20), Kap. 4, kann etwa folgendermaflen 
abgeleitet werden. Nach (18), Kap. 4, gilt: 

Y~ = Mx q~zM~ ~-Myqly My - -q l zMzMz- -MyMzqly ,  
und wegen (6), Kap. 4: 

y ~ =  ~ M ~ q~,iM~ + y)--~%M.+~M~q~.+~q~, 
-- q~.M~M,--M~Mz% 

= q~z ( M~ --  M~z) --~" Xt + ~ q~z --  q~  Mz M,~ - -  FI u Mz qty" 
Bei der Berechnung yon Y1M~-  M~Yl ist jetzt zu beachten, daft M ~ mit 

M ,  My' Mz vertauschbar ist. Es folgt daher flit den zweiten Tell der oben an- 
geschriebenen Forme] fiir Yl: 
(q~, M, M. + My M~ q,y) M~ --  M~ (ql~ Mz M~ + My M z q~u ) = (vgl. 19, Kap. 4) 

= 2~(q~zMyMzMx--MzqlyMzMx+MyMzqlxMz--M.yMzMxqlz) ,  
Ferner folgt aus den Vertauschungsrelationen, wenn man beachtet, daft nach 

(19, Kap. 4) qlz Mu --  Mu qlz : 2 s X 1 ist : 

q~ % ~ ~ -  Fl, ~ ~ q ~ :  ~ (% ~ q ~ -  q~ ~ ~) ,  
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Diese Gleichungen sind ganz analog zu den ftir die Auswahlregeln yon 
Mz maBgebendea Re]ationen (4) und (6), Kap. 4; da wit welter unten 
zeigen werden, da~ sich die qzx, qly, q~z wirklich als lineare Funk~ionen 
mit fiir it ----- 0 zeitlich konstanten Koeffizienten der X~, )f~, i t  aus- 
driicken lassen, so k(innen wir aus (20), Kap. 4, direk~ die Auswahlregeln 
fiir ~/bestimmen. Da M 2 eine D iagonalmatrix ist, so folgt aus (20), 

Kap. 4: 
Xz (n m) (M~ - -  M~) = - -  2 e Yz (nm), / 

(M~ - -  M~) = e (M~ q- Mn2), (21) 
( ~  - -  M D  = o: z~ ( n m )  ~ 

Die le tz te  der Gleichungen (21), Kap. 4, sagt aus, dal~ in Z kelne 
Schwingungen vorkommen, die einer Jinderung yon M ~ entsprechen. Aus 
den beiden ersten Gleichuugen folgt 

" + • o. (22) 

Setzen wir nun M~ = (a~ --- �88 (wo a~ irgend eine Funktion der 

Quantenzahlen bedeutet), so ergibt (22), Kap. 4, 

X~ (n m) ((an - -  a~.) ~ -  1) ((an -[- ar~) 2 -  1) ---- 0, 

oder, wenn Xl  (nm) nicht verschwindet, 

a n = -[-am-[- 1. (23) 

Es bedeutet keine Besehrgnkung der Allgemeinheit, wenn wir a,a stets 
1 annehmen. Die a m bilden also eine Reihe der Form als positiv > 

1 vorstellt. Setzen wir C, 1 + C, 2 ~- C, . . . ,  wo C eine Konstante ~ 
am ---~ j ~- ~, so wird 

M 2 = j ( j +  l) �9 ( 2 ~ )  ~ (24) 

und ftir j gilt das Auswahlprinzip j -~ . 
- - 1  

Dieses Ergebnis erinnert formal an die in die Landgsehe g-Formel 
eingehenden Werte yon 312. 

und schliefllich ergibt s~ch die gesuchte Formel (20), Nap. 4: 
YIM'Z--M2Y I = 2~ Xz(M2--M~-~ ~)--~(XzM~--M2 X~) ~- 2~ X~M ~ 

- ~ (q~M~M~ -- q~ M~M~ +~.M~q~y--. M~M~ %) 
= 2~X~(M~--M~-~)--~(X~M~--M~X~)~-2~X~M~--2~)f~ 
= ~ (X~ M '~ -~ M 2 X~). 
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h 
Fiihren wir nun wleder fiir Mz die Bezelchnung m ~  ein, so ent- 

nehmen wir aus (12), Kap. 4, und den Relationen : 

M" = M2 + M~ + M: und 

__ M ~ - - M ~ - - ~ t M ~ :  (M~ + i My) (M~ - -  i My) M~ + M~ - -  i t M~ - -  ~ " 

M~(j,m-1 ;j,m) + iMu(j ,m-1;  j , m ) = 2 ~  l/j(j § 1) - r e (m-  1.), 1 
h (25) 

M~(j, m; j, m - l )  - i M v  (j, m; ~, m -  1) - ~ - ~  ~j(j + 1) - r e (m-  1).] 

Der Maximalwert mm~x yon m bei einem gegebenen Werte yon j ist 
dadurch charakterisiert~ da~ die Sprtinge mmax --~ mmax + 1 nicht vor- 
kommen, d. h. da~ fiir diese Spriinge z. B. die rechte Seite yon (24), 
Kap. 4, verschwindet. Dies ergibt 

J ~ /max" 

Also kann  a u e h j  n u t  ,,halb-" oder  , ,ganzzahl ig"  sein. 

Die Bereehnung der Intensitiitsformeln beim Zeemaneffekt, d. b. der 
Abh~aglgkeit ql= qly, qzz yon m erschelnt jetzt sehr elnfach. Wir 
entnehmen aus (18), Kap. 4, dureh AuflSsen nach ql~, q~y, qz z die Relationen 

ql~ = (ZlM~ + t X l  + Y~) M -~,  I 

qz~ + iq~y = [Zz--qz~(Mz + it) + iX~](H~--iHy)-~' I (26): 

q ~  - -  ~ ql~, = [Z~ - -  q ~  (M~ - -  i t )  - -  i Xl] (M~ + i My) - ~. 

Diese Gleichungen erbringen auch den f~her  versaumten ]3eweis, dal] 
die qiz, qty, qzz dargestellt werden kiinnen als llneare Funktionen der 
X~, Yz, Zz mit fiir ;~ ~ 0 zeitlieh konstanr Koeffizienten. Zugleich 
enthalten die Gleiehungen (26), Kap. 4, die gesuchten Inten.sitatsformeln. 
Um dies einzuseben, bemerken wir zuniichst, dal] die X~, Yg, Zl ha bezug 
auf m Diagonalmatrizen shad. Denn es gilt: 

X~M~ -- M~X~ ~ o, I 

Y~M~ - -  M~ Y~ ---- o, 

Z~M~ -- M~Z~ = o. 

(27) 

Jetzt zerfallt unser Problem in zwei Teile, in die Diskussion der 
Intensitaten bei den Spriingen j --~ j und j --~ j - -  1 (die Spriingo 
j -~ j + 1 geben dann niehts Neues). Wir behandeln zun~chst die ~lber- 
gAnge j--~ j. Fiir diese sind nach (20), Kap. 4, nur Glieder in i t  
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vorhanden. Wir  nenuen diese Glieder Z1 (j; m). Dana ergibt (26), Kap. 4, 
h 

unter Beriicksichtigung yon M z = m ~ und (24), Kap. 4: 

2 ~  Z ..  m q~z(J, m) = ~ -  z(3, m)j(j~___ 
1)' 

2 ~  . V j ( j  + l ) - - m ( m - -  I ) ( q ~ + i q ~ y ) ( J , m - - 1 ; j , m ) = ~ - Z z O ,  m - l )  ~ ( j ~  ~) -, (28) 

2 ~ V j ( j  -{- 1) - - r e ( m - -  1) 
( q ~ x - - i q ~ y ) ( j , m ; j , m - - 1 ) = ~ -  Z~(j, m) - -  j ( j  @ 1) 

Um schliel]lich noch die Abhangigkeit der Grtil~e Z1 (j, m ) y o n  m 
zu erhalten, benutzen wir etwa die Relation 

~a~qly - -  q~y]~ = ~ q~z; (29) 

sie ergibt in unserem Falle, daft Z~ (j, m) nicht yon m abhangt. Wir  
erhalten so ~iir die Ubergange j --~ j :  

ql~ (J, m) : (ql~ + i q~v) (J, m - -  1 ; j, m) : (qz~ - -  i q~y) (j, m; j, m - -  1) '] 
(30) 

= m: ~/j(j ~- 1 ) - -  r e ( m - -  1 ) : ~ j ( j  @ 1 ) - - r e ( m - -  1). / 
Analog behandeln wir die Spriinge j --~ j - -  1. Fiir diese ist naeh (21), 

Kap. 4, Xz (j, m; j - -  1, m) : ~ Ir~ (j, m; j - -  1, m). Drtieken wir aus 

(26), Kap. 4, die Intensit~ten dutch Xl (j, m; j - -  1, m) aus, so ergibt sleh: 

2 ~  
q~( j ,  r e ; j - - l ,  m) = i ~ - X ~ ( j ,  m ; j - - 1 ,  m ) ; ,  

3 
( q ~ - i q ~ v ) ( j ,  m - - 1 ; j - - 1 ,  m) 

2 u  - - - - i~Xz(j ,  m - - l ; j - - 1 ,  m - - l )  ~/j--m , (31) 
j ) / ) - l -  m - -  1 

(q l~-- iq~y)( j ,  m; j - -  1, m - -  1) 
2 ~  1 : - - i ~ - X z ( j ,  m; j - -  1, m) [ j  @ m -  

Um sehlieNieh noch die Abhangigkeit der GrN~e X~(j, m; j - - 1 ,  m) 
yon m festzulegen, benutzen wit  wieder die Relation (29), Kap. 4, die 
uns hier naeh einfaeher Rechnung ergibt: 

X~(j, r e ; j - - l ,  m) : A ( j ,  j - - 1 )  ~ ' j '~--m 2. (32) 

Wit  erhalten so 

q~z(J, m; j -  1, m): (qlx ~-iq~y)(j ,  m - - 1 ;  j - - 1 ,  m) / 

: (q~ - -  i q~y) (j, m; j - -  1, m - -  1) = [ j i  - -  ;~i : }/(j _ m) (j - -  m @ 1) i' (33) 

: - -  ~/(j ~- m)( j  @ m - -  1). 
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Die Spriinge j -~ j -~ 1 geben im wesentlichen dleselben Inten- 
s i t , ten;  es gilt dana: 

q~ z (J' m ; J -{- l' m) : (q~ ~ i qtY) (J' m ; j + l '  m + l ) } 
: (q~ - -  i qzy) (J, m + 1 ; j ~- 1, m) : V(J Jr 1) 3 - -  mS (34) 

:g ( j  ~-m ~- 2)( j  ~- m~- 1 ) : - - ~ ( j - - m - ~  1 ) ( j - - m ) .  

Die Formeln (30), (33), (34), Kap. 4, stimmen mit den alff korrespondenz- 
maftigem Wege gefundenen Intensitatsformeln 1) iiberein. 

Auf eine ein[ache Folgerung aus (21), Kap. 4, miissen, wir noeh hin- 
weisen: Die Spriinge z / j  ~-- 0 kommen nut in der ,Zt-Riehtnng" vor. 
Wenn Wir die Bewegung elnes e i n z i g e n  Elektrons um einen Kern, also 
den Fall des Wasserstoffatoms betraehten, so tolgt direkt aus (1), Kap. 41 
daft Z versehwindet. Also kommen dann Spriinge z / j  ~ 0 tiberhaupt 
nicht vor. 

w 2. Der  Zeemane f f ek t .  Wenn man die L o r e n t z s c h e  Kraft 
eines MagnetIeldes ~ auf das Elektron e/c [V ~] in die Quantenmechanik 
iibernlmmt, so scheint es zunachs~ selbstverstitndlieh, daft sich ~ r  die 

Atome der normale Zeemaneffekt ergibt. Denn genau unter denseiben 
Voraussetzungen, unter denen klassisch das L a r m o r sche Theorem ifir 
das Kernatom abgeleitet werdgn kann - -  namlich Vernaehlassigung der  
Glieder mit ~'~ - - ,  ergibt sieh auch hier das L a r m o r s c h e  Theorem. 
Trotzdem besteht ein gewisser Unterschied zwischen der Quantenmeehan~k 
und der klassischen Theorie in der Berechtigung der Vernaehli~ssigung 
yon ~ .  In der klasslschen Theorie is~ die Vernachlassigung yon 
sicher fiir die Bahnen kleiner Dimensionen erlaubt, sicher n i c h t  erlaub~ 
fiir sehr grofte Bahnen oder gar ttyperbelbahnen. In der Quanten- 
meehanik sind alle diese Bahnen - -  die welt auften liegenden, wie die 
innersten - -  wegen der der Quantenmechanik eigentiimliehen Kinematik S0 
eng miteinander verkniipft, dab die Berechtigung zur Vernachltissigung 
der GrSfe ~ nicht ohne weiteres einleuehtet. Sind doch selbst" vo~ 
Normalzustand aus die Wahrseheinlichkeiten yon ~bergangen zu freieh 
Elektronen betrachtlieh. 

Fiir den Oszillator sind wir also des normalen Zeemaneffekts sicher; 
fiir das Kernatom dagegen schelnt es nicht ~511ig ausgeschlossen, dal] tier 
enge Zusammenhang der weir auften and weir innen liegenden Bahnen zu 
Ergebnissen ftihrt, die etwas yore normalen Zeemane~fekt abweichen. Wir 

1) S. Goudsmir und R. de L. Kronig,  Naturwiss. 13. 90, 1925; H. HSnl , 
ZS. f. Phys. 82, 340, 1925. 
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miissen aber hervorheben, dad eine Reihe gewlchtiger Griinde gegen die 
~I6gliehkeit einer Deutung der anomalen Zeemaneffekte auf dieser Grund- 
lage spreehen. Vielmehr wlrd man vielleicht hoffen diirfen, dal] die 
Uh lenbeck -Goudsmi t sche  Hypothese (vgl. S. 560) sparer eine quanti- 
tative Beschrelbung der gehannten Ph~nomene gestattet. 

w Gekoppe l t e  h a r m o n i s c h e  Resona to ren .  S t a t i s t i k  der 
W e I le n f e I d e r. Ein System gekoppel~er harmonischer Oszillatoren, 
gegeben durch f 1 " ~  Pk H ~ ~ ~_~ = -  + Q (q), (35) 

k = 1 ~l~k 

mit einer quadratischen Form Q ((7) der Koordinaten (mit Zahlen  als 
Koetfizienten) stellt das denkbar elnfachste System van mehreren Frelheits- 
graden dar. Wie in Kap. 2, w 1, testgestellt wurde, bleiben die Yer- 
tausehungsregeln invariant bei gleichzeltiger orthogonaler Transformation 
der Koordinaten und ~mpulse. Es kann deshalb das System (35), Kap. 4, 
wie in der klassischen Theorie in e~n System u n g e k o p p e l t e r  0szilla- 
toren iibergef[ihrt werden. Insbesondere sind die Schwlngungen eines 
Krlstallgitters wle in der klassischen Theorie nach E i g e n s e h w i n -  
gun  g e n zu zerlegen. Jede einzelne Eigenschwingung ist in der friiher 
ausfiihrlich er~rterten Welse als einfacher linearer 0szillator zu behandeln, 
und die Zusammenfassung s~mtlicher ungekoppelter Oszillatoren zu einem 
einzigen System hat in der in Kap. 2, w 1, erlauterten Weise zu ge- 
sehehen. Dasselbe wird aueh dann gelten, wenn wlr zum Grenzfall 
elnes Systems van unendllch vielen Freiheitsgraden iibergehan und etwa 
die Sehwingungen eines zum Kontinuum idealisierten elastischen KJrpers 
oder endlieh eines e l e k t r o m a g n e t l s c h e n  t t o h l r a u m s  betrachten. 

Auch in der bisherigen Quantentheorie sind die Schwingungen eines 
elektromagnetlsehen Hohlraums oft Gegenstand eingehender Unter- 
suchungen gewesen. Denn einerseits handelt es sich Mer eben um das 
denkbar einfaehste, nach den bisherlgen ~ethoden zu behandelnde Problem 
des harmonischen 0szillat0rs, andererselts weist das bekannte Ergebnis, 
dad die Energie elner Eigensehwingung eln ganzzahliges Vielfaches yon 
h v sein sollte, elne ~ormale ~hnlichkeit mit den Ans~tzen der Lieht- 
quantentheorle auf, und man hoffte deshalb dutch die Behandlung der 
Hohlranmstrahlung Einbliek in das Wesen tier Lichtquanten zu bekommen. 
Allerdings ist es yon vornherein klar, dad der eben gesehilderte Angriff 
auI alas Problem der Lichtquanten yon der wesentliehsten Seite dieses 
Problems, namlich yon dem Phanomen der Kopplung ent~ernter Atome 
keineswegs Reehenschaft geben kann. Denn dieses Problem geht fiber- 
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haupt nlcht in unsere Fragestellung nach den Schwlngungen eines Hohl- 
raums ein. Trotzdem kana zwischen den Eigenschwingungen des Ho~-  
raums und den eiamal postulierten Liehtquanten eine so enge Zuordnung 
durehgefflhr-t werden, dab ieder S t a t i s t i k der Eigensehwlngungen des 
Hohlraums aueh eine bestimmte S t a t i s t i k der Liehtquanten entsprieht 
and umgekehrt. 

D e b y e 1) hat versucht, dureh eine Verteihmg individueller :Liehr 
quanten auf die Eigenschwingungen des Hohlraums eine sol ehe Stat~iStih 
zu geben, und es gelang ibm, auf diese Weise die P lan ,cksche  Formel 
abzuleiten. Uns scheint 'iedoch eine solehe Misehung wellentheoretischer 
und lichtquantenmaBiger Begrlffe kaum dem Wesen des Problems zu 
entsprechen. Vielmehr glauben wir, dab es konsequent sel, die wellen: 
theoretisehe Seite des Problems ganz yon der Lich~luantentheorie ;zu 
trennen, also dle wellentheoretisehe St atistik der HohlraumstraMung 
darchaus nach den allgemeinen, z. B. fiir quantentheoretische Atomsysteme 
geltenden statistischen Gesetzen zu behandeln. Die zugeordnete Lich~- 
quantenstatistik ist dann, wie wir zejgen werden, die B o s e sehe Statistik3); 
dieses Ergebnis scheint nieht unnatiirlieh, da diese Statistlk hier niehts 
mit der Annahme unabh~ngiger Lichtkorpuskeln zu tun. hat, sondern als 
~bertragung der Statistik der Eigensehwingungen aufzafassen ist - -  was 
nur .zeigt, dal] eben ~die Annahme statistisch unabhangiger Liehtkorpuskeln 
nicht das Richtige treffen wiirde. 

Fiir ~ede derartige Behandhng der Hohlraumstrahlung in der bis- 
herigen Quantentheorie ergab sich aber die grundsatzliehe Sehw~erigkeit, 
dab slc zwar zum P l a n  e ksehen Strahlungsgesetz, nieht abet zum rich- 
tigen ~I~ittelwert des Sehwankungsquadrates der Energie in einem Teil- 
volumen fiihrte. Es zeigt sich also, dal] elne konsequente Behandlung 
der Eigensehwingungen eines mechanisehen Systems oder eines elektro- 
magnetischen Hohlraums nach der bisherigen Theorie zu den schwersten 
Widerspriichen fiihrt. Wir batten deshalb die Hof~nung, dab die ver- 
~inderte Kinematik, die der hier versuchten Theorle zugrunde liegt, den 
rleh~igen Wert fiir die Interferenzschwankungen liefer~, so dab die ge- 
nannten Widerspriiehe fortfallen und Sich eine konsequente S tatistik der 
Hohlraums~rahlung als mSglieh erweist. 

Die Zustande des Oszillatorensystems k~nnen gekennzeiehnet werden 
dureh ,,Quantenzahlen" nl, n~, ha,.., der einzelnen Oszillatoren, so dab 

1) p. Debye, Ann. d. Phys. 88, 1427, 1910. Vgl. auch P. Ehrenfes~ ,  
Phys. ZS. 7, 5"28, 1906. 

2) S. N. Bose, ZS. f. Phys. 26, 178, 1924. 

42* 
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die Energien der  einzelnen Zustande bis auf eine additive Konstante ge, 
geben sind dureh 

E~ -~-- h. :~] vk nk. (36) 
k 

Die additive Konstante, die , N u l l p u n k t s e n e r g i e " ,  ist gleieh 

k 
(sie ware insbesondere ~m Grenzfall unendlich vieler Freiheitsgrade un- 
endiich groin). Wir wollen die GriiBe/~n in (2), Kap. 4, weiterhin kurz 

als t h e r m i s e h e  E n e r g i e  bezeictmen. Nach dem in Teil I Gesagten ist 
~edem der dureh ein bestimmtes Wertesystem n v n v n v . . .  gekennzeieh- 
neten Zustande des Systems das glelehe s~atistisehe Gewieht zuzuschrelben. 
Die Folgerungen, die sfch hieraus ergeben, sind unma'ttelbar zu iibersehen 
auf Grand der folgendei/Bemerkung: 

Pflanzen sich in einem s-dimensionalen isotropen Raumstiick der 
Gr(il]e V ~ 5' Wellen fort mit der Phasengeschwindigkeit v, so ist die 

Anzahl der E i s e n s e h w i n g u n g e n  flit den Frequenzbereieh dv  gleich 
der Anzahl der , Z e l l e n "  im Bose :E ins t e i ' n sehen  Sinne ftir dr;  und 
zwar gilt das fiir beliebige s, also auch etwa fiir schwingende M e m -  
b r a n e n  oder S a i t e n .  Denn wenn yon Polarisationseigensehaiten usw. 
abgesehen wird, so  bestimmt sieh die Anzahl der Eigenschwingungen fiir 
d v  durch Beantwor~ung der Frage, au~ wieviele Weisen ganze positive 

Zahlen m v . . .  m e so gewahlt werden kSnnen, daI] das aus 

25 
- - . , ,  = + . . .  + 
v 

bestimmte v in dv  fallt. Is t  K8 (a) das Vohmen einer s-dimensionalen 
V 

Kugel yore Radius a, so gibt es ~ Ks (v) Eigenschwingungen einer Frequenz 

kleiner als v. Andererseits ist die Anzahl der Zellen fiir d v so zu be- 
stimmen: Die Impulskomponenten 2 v - . ' , 2 8  des Quants geniigen der 
Glei hung = 1/p  

v 

und die Gr(il]e der Zellen im 2 s-dimensionalen Phasenraum ist h s. Daraus 
ersieht man, dal] auch die Anzahl der zu Frequenzen kleiner als v ge- 

V K~ (v) ist. hSrigen Zellen gleieh v- 7 

Es kann also, wie oben erwfihnt, eine umkehrbar eindeutige Zu- 
ordnung der Zellen zu den Eigensehwingungen derart durchgefiihrt werden, 
dal] die einzelnen Paare immer zum gleichen d v geh(iren. Dabei kann 
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fibrigens diese Zuordnung noch derart durchgeffihrt werden, dall auch die 

R i c h t u n g e n  einer Eigensehwingung und tier Lichtquanten der zuge- 

ordneten Zelle in den gleichen infinitesimalen Winkelbereich fallen, lqach 

(36), Kap. 4, ist dann die Quautenzahl eines O s z i l l a t o r s  der Anzahl 

de r  Q u a n t e n  in de r  z u g e h ~ r i g e n  Z e l l e  gleichzusetzen. Jede Statistik 

der Lichtquanten ergibt eine zugeordnete Statistik der Eigenschwingungen 

und umgekehrt. Man sieht, da~ die oben gemachte Feststellung fiber die 

Gewichte tier Zustaade des 0szillatorensystems durch diese Zuordnung 

unmittelbar in die Grundannahme der B o s e - E i n s t e l n s c h e n  Sr 

iibergeht. Die gleichwahrscheinlichen Komplexionen s i n  d d a d u r e h 

d e f i n i e r t ,  da~ a n g e g e b e n  w i r d ,  w i e v i e l e  Q u a n t e n  in jeder:  

Z e l l e  s i t z e n  1). 

Nach der D e b y e s e h e n  Statistik ist die Anzahl der mit r Quanten 

behafteten Oszillatoren (bis auf einen nur yon v abh~ngigen Faktor)  gleleh 
h v  

1 -.~ (37) - - . e  
v 

und das X)lancksche Gesetz kommt dutch 
h~ 1 

~_~ e -  r ~'~ - h v 

r =  l ek-~ 1 

zustande; unbefriedigenderweise gilt fibrigens (37), Kap. 4, nut  ifir 

r > 0 und gibt I/ieht aueh die Anzahl der mit N~lll Quanten behafteten 

Oszillatoren an. ]~ach der neuen Auffassung tr i t t  an Stelle yon (37), 

Kap. 4, nach B o s e der Ausdruek :) 
h v  

der in der Sprache der Lichtquan~entheorie die Anzahl der ,r-fach be- 
setzten Zellen" glbt, und die P l a n c k s c h e  Formel folgt aus 

:r ( h,) , ,  1 

r = o  ek-y 1 

x) A. Eins te in ,  Sit~zungsber. d. Preuff. Akad. d. Wiss. 1925, S. 3. Ffir die 
Beurteilung der Eins te insehen ttypothese, dall auch auf das ideale Gas diese 
Form der Statistik anzuwenden sei, kSnnen unsere Betraehtungen natiirlieh keinen 
neuen Gesiehtspunkt ergeben. 

9.) ~ratiirlie h muff dieser Ausdruek aueh beispielsweise fiir die elastisehen 
Wellen in einem Kontinuum angenommen werden, wodureh eine gewisse Ab/in- 
derung an einer yon SehrSdinger  (Phys. ZS. 25, 89, 1924) gegebenen Betrach- 
tung fiber das thermische Gleiehgewieht zwisehen Lieht- and Sehallstrahlen nStig 
wird. Diese Ab/inderunff ist leieh~ auszuffihren in Analogie 7.urn Wahrseheinlieh- 
keitsansatz ffir den Comptoneffekt unter Annahme der Einsteinsehen Gastheorie, 
wie er frtiher (P. Jordan ,  ZS. f. Phys. 38, 649, 1925) mitgeteilt wurde. 
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Die zugeordnete Lichtquantenstatistik zur D e b y e schen Schwingungs- 

statistik Wird durch die yon W o l f k e  1) und B o t h e  9.) entwickel~e Theorie 
dargestell~. Allerdlngs sprechen diese Veriasser nicht yon r-fach be- 
setzten Zellen, sondern bezeiehnen (37), Kap. 4, als Anzahl der ,,r-quan- 
tigen: Lichtquantenmolekiile". 

Die e rw~ute  Unzulanglichkeit der klassischen Wellentheorie trit t  
bekanntlleh bet der Untersuehung der Energieschwankungen im Strahhngs- 
fe ld  folgendermal]en zutage. Kommuniziert eln u V mit einem 

sehr grol~en Volumen del"art, dab die Wellen eines schmalen Bereiehs 
v, v --~ d v  ungehindert von elnem ins andere lau[en ktinnen, w~hrend fiir 
aUe anderen Wellen die u  getrennt bleiben, und i s t /~  die Energie 
der Wellen mit der Frequenz v in V, so kann alas Schwankungsquadrat 

, ~  ----- ( E -  E )  2 naeh E i n s t e i n  durch eine Umkehrung des B o l t z m a n n -  
schen Prinzlps bereehnet werden. Is t  z~ d v die auf die Volumenelnheit 
bezogene Anzahl der Eigensehwingnngen (Zellen) ~iir d v, so daft 

- -  z ~  h y  
E ---~ h ~ ' V  (39) 

e k T - - 1  

gilt, SO ergibt sieh __ _ ~ 
~ ~ -  h v E + z~--~" (40) 

Bereehnet man ~edoeh die Energieschwankungen aus den In  t e rfe~e n z e n 
im Wellenfeld, so ergibt die klassisehe Theorie, wie L o r e n t z  a) aus- 
fiihrlich nachgerechnet hat, nnr den zweiten Summanden in (40), Kal). 4. 
Dieser Widersprueh besteht nattirlich ganz allgemein auch fiir die Wellen 
etwa in eifiem Kristallgitter oder einem elastischen Kontinuum, Sein 
Ursprung ist naeh E h r e n i e s t  *) darin zu suchen, da13 in d~r E i ~ s t e i n -  
sehen ~berlegung A d d i t i v i t a t  der  E n t r o p i e n  yon V und dem grot]en 
Vohmen vorausgesetzt wurde. Diese Additivltat der Entropien besteht 
aber nach der klassisehen Theorie der Eigenschwingungen nur im 
Giiltigkeitsbereieh des R a y l e i g h - g e a n s s c h e n  Gesetzes. Eben das Nieht- 
bestehen statistiseher Unabhiingigkeit der Teilvohmina im allgemeinen 
Falle ist ein so unnatiirliches Ergebnis der bisherigen Theorie der Hohl- 

1) M. Wolfke, Phys. ZS. 22, 375, 1921. 
3) W. Bothe, ZS. f. Phys. 20, 145, 1923; 23, 214, 1924. 
a) H. A. L o ren t z ,  Les Theories Statistiques en Thermodynamique (Leipzig, 

1916), S. 59. 
4) p. Ehrenfes t ,  Vortrag im ~ii:~tinger Seminar fiber Struktur der Materie, 

Sommer 1925. Der Inhalt dieses Vortrages ist uns bet unseren Oberlegungen eine 
wertvolle Hilfe gewesen. Inzwisehen verJffentlieht, ZS. f. Phys. 34, 362, 1925. 
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raumstrahlung, dab man auf ein Yersagen dieser Theorle schon beim ein- 
f~ehen Problem des harmonisehen Oszillato:rs sehliel]en mall 

Wir wollen nun das Sehwankungsquadrat-~ aus den Interferenzen 
gemafl der Quantenmeehanlk bereehnen. Zur u reehneriseher 
Komplikationen, die das Wesen der Sache niS ht bertihren, beziehen wit 
uns auf den denkbar einfachsten Fall, n~mllch eiae eingespannte sehwin-  
gende Saite.  Es ktinnen fibrigens aile wesentliehen Punkte der Reeh- 
nung ohne weiteres auf allgemeinere Fiille fibertragen werden. Zunachst 
werde die klasslsche Behandlungsweise erlautert. 

Die Lange der Saite sei I und u (x, t) die seitliche Auslenkung. Bei 
Einffihrung der durch 

u (x, 0 = ~ qk (t) sin k ~ z, (41) 

oder t 

qk (t) = ~ u (x, t)  sink T x .  d x  (41') 

0 

gegebenen Fourierkoeffizienten qk (t) als Koordinaten geht die Energie 
der Saite in eine Quadratsumme fiber. Es wird nitmlieh bei geeigneter 
Wahl der Einheiten 

l 

H ~  \ ~ x / / d x  ~ ik(t) ~ +  k~- qk(t) ~ ' (42)~ 

0 

Fiir die Energie E auf einem Absehnitt (0, a) der Saite erhalten wir all- 
gemeiner 

a o :  

E = ~ ~j~ksinj T x  s l n k T x  
j ,  - - 1  

+ q  kjk (43) 

Nehmen wir in (43), Kap. 4, nur die Glieder re_it j ~ k, so erhalten wit 
unter der ausdriicklichen Voraussetzung, dal~ alle in Betrach~ kommenden 

a 
Wellenlangen klein gegen a seien, gerade den Wert ~-H.  Man sieht 

daraus: Die Differenz 
z/ = / ~ - - / ~ ,  

worin der Querstrich die Mitteilung fiber die Phasen 9~ in 

qk ---- ak cos (co k t ~- q%) ; eo~ = k / -  (44)  
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mit 

hedeutet, geht aus (43), Kap. 4, hervor, indem die Summanden m l t j =  k 
ausgelassen werden. Dieses Phasenmlttel ist mit dem Zeitmittel identisch. 
Man erhiilt dann durch Ausfiihrung der Integration 

{ (~ A = 4 ~-~ qJqkK~k 4- 3kqiq~ ]- K~k (45) 

Kjk ----- 

sin (j - -  k ) / a  sin (j 4- k ) / a  

_ sin (~  - -  ~ )  a sin (~  + ~,) a 

% - -  rOE ~o~ 4 -  eo~ ' 

sin (j - -  k) ] -  a sin (j 4- k) ] -  a 

4- 
(j  - -  k) ~ (j 4- k) ~ 

sin (co.i - -  cok) a 4- sin (eo i 4- eok) a 

(45') 

Das Quadrat A 2 sol] in Riicksicht auf die sp~tere quantenmechanische 
Rechnung ausfiihrlich angeschrieben werden. Es ist 

A 2 = (A 1 4- z/~) n ---- A1 n + A2 n + A 1A 2 4- z/~ A 1 (46) 
mit ~ 

! {~t~k(h~KjkK, x 
j , k = l  t,z--~l 

�9 / \ ~ g  4 , r . 

+ 3 k ~ z ~ y )  qjqkq, qkKj~ K~k, ~ (46') 

+ tzqsql, q,q~. akK,,~}" (46") 

Aus (44), Kap. 4, folgt A 1A~ 4- A n A l = 0 und 

- - - '  { } q~ ~ (47) ._~ - -  qkK.j~. ~-3ak 2 q] �9 
j, k.----1 

Lassen wir nun die "Seitenliinge ~ sehr grol] werden, so riicken die eok 
nach (44), Kap. 4, immer enger zusammen, so dal~ die Summe (47) in ein 
Integral iibergeht : ~ 

A n = A~ ~ + ~n ~ =~ d~jd~%] {q3 qkK~ +]~ qj qkK]~ �9 (47') 
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Endlieh nehmen wit auch das , u  a als sehr gro$ an und 
machen Gebrauch yon der Beziehung 

�9 1 ~" sin~eoa 
a~lID.~ ~ ~ - - f ( c o ) d e o ~ f ( O )  fiir ~ , ~ ' ~ 0 .  (48) 

--52 

sin (~j - -  eok) a 
Man sieht dana, dal] nut die ersten Summanden 

COj - -  CO k 

in (45) einen in Betrach~ .kommenden Beitrag liefera; und zwar ergibt 
sich in (47'): o o  

~--~ ' al I - -  - -  8 z deo {(~)~ Jr (r ~ q~)~}. (49) 
d 

0 

Andererseits wird die mittlere Energie im Volumen a naeh (42), Kap. 4, 
gleieh 

o o  o o  

= ~ * + I - -  - -  
~- . ~ -  J ~ �9 ~ deo { ~  ~- eo2q~}. (50) 

0 0 

Dabei gilt 
J 

4~ : ~2 q~, (51) 

eine Beziehung, die - -  woran gleich bier erinnert sei - -  nach Kap. 1 
aueh in der Quantenmechanik giiltig bleibt. Um zu den in (39), (40), 
Kap. 4, gebrauchten Griil]en L/~, E iiberzugehen, haben wir in (49), (50), 

deo 
Kap. 4 nur die au~ dv : 2 ~ beziiglichen Anteile zu entnehmen and 

diese durch dv zu dividieren. Dann ergibt slch mit v ~ a: 

E 2 
~ - -  ( 5 2 )  

2v 

Aus (44), Kap. 4, entnimmt man, dal] in unserem Falle z~ ~ 2 ist; dean 
es wird 

Yg 
deok ~ 2 z d v k  ~ T d k .  

Daher gibt also (52), Kap. 4, in der Tat .gerade das zweite Glied in 
(40), Kap. 4. 

Beim tJbergang zur Quantenmechanik sind (41), (41'), (42), (43), 

Kap. 4, als ]tIatrizengleichangen fiir U,/'], q, E aufzu[assen. Dabei bleibt 
jedoeh x eine Zahl; dean betraehten wir start der kontinuierllehen Saite 
eine elastische P u n k t r e i h e ,  so bedeu~et x die (mit der Gitterkonstanten 
multiplizierte) N u m m e r  ieweils eines bestimmten Punktes. 
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Die Matrix q k h a t  2 f Dimensionen, wenn f die Anzahl der Eigen- 
sehwingungen ist; bei der elastischen SaRe also u~endlich vlele. Die 
Komponenten qk(nm) yon q~ verschwlnden s~mtlich, aufier denen mit 

nj - -  mj = 0 fiir j =~= k, I (53) 
nk- ,~k : __+ I. I 

Das Phasenmi~tel einer Matrix ist dieienige Diagonalmatrix, die mit der 
Diagonale der betreffenden Matrix iibereinstimmt. Aus (53), Kap. 4, 
ktinnen zum Tefl ~nliehe Folgerungen gezogen werden, wie aus (44), 
Kap. 4. Die ~berlegungen, die Irtther zu (46), 46'), (46") Iiihrten, 
bleiben fiir die Quaatenmeehanik erhalten. Aueh ge!ten fiir die Diagonal- 
matrix A1 ~ ~ z]~ 2 die Formeln (47), (47'), Kap. 4, mlt Matrizen q~ und 
endlich wird entsprechend (52), Kap. 4, wenn wlr die zu einem be- 
stimmten v geh~rlgen Teile yon zl ~ als J~  bezeichnen: 

/~*~ 
J12 -~ z/~ = 2 v (52') 

Darin ist gemal] (49), (50), (51), Kap. 4, E* nieht mehr die mittlere 
t h e r m i s e h e  Energie, sondern die Summe yon dieser und [der N u l l -  
p u n k t  sen e r g ie ; naeh den elementaren 0szillatorformeln ist 

1 E ~ 
A~ ~ + A~ ~ = -~(hv)~v + h v ~ +  ~ ;  (54) 

denn die Nullpunktsenergie fiir d v wird g!eieh 

v hy 
l 2 I z~dv  ~ h r .  Vdv .  

Wit haben nun noch 111~ 2 -~- ~2A1 Zll betrachten. Indem wir diese 
GrSl}e ganz entsprechend behandeln wie ~ - A u  2, erhalten wit ent- 
sprechend zu (49), Kap. 4, den Ausdruck 

o r  

A~A2 ~- A2A~ _ a~ I deo. ~ {(qedr ~ Jr (~q~,)~}.  
8 z  

0 

iNach den Ver~auschungsregeln wird nun abet, da zufolge (42), Kap. 4, 
die Grtil]e I/2 als ,,Masse" der Resona~oren anzusehen ist: 

1 2 h h 
- - q j ~ j ( n n )  - ~  ~ i q j ( n n )  = 2 l 2 z l i  - -  21z~i" 

Folglich wird der zu d v  gehiirige Anteil z /xJ  ~ ~- z/~z/~ yon /11 ~2 -~- ~ ' t  
nach Division dureh d v glelch 
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und mit (54) folgt in der Tat 

_ E ~ 
A s = b y E +  z~-V (55) 

in 0bereinstknmung mit (40), Kap. 4. 

Wenn man bedenkt, daft die Her behandelte Frage doch ziemlich 
welt entfernt liegt yon den Problemen, aas deren Untersuchung die 
Quantenmechanik erwachsen ist, so wird man das mit (55), Kap. 4, er- 
zielte Ergebnis als besonders ermutigend ftir den weiteren Ausbau der 
Theorie betrachtem 

Man wtirde nach dem oben erwahnten Ergebnis yon E h r e n f e s t  
die interferenzmai]ige Berechnung der Schwankungen ersparen k(innen - -  
und zugleich die Gewil]heit gewinnen, dall auch bei anderen, ahnlichen 

Fragestellungen keine Widersprtiche m(iglieh sind - - ,  wenn man un- 
mittelbar die Additivitat tier Entropien der Teilvolumina in der Quanten- 
meehanik der Wellerdelder nachweisen kSnnte. Dal3 die Additivitat 
wirkllch allgemein besteht, m~ehten wit nach unserem oblgen Ergebnis 

vermuten. 
Die Griinde fiir das Auftreten des yon der klassischen Theorie nicht 

gelieferten Gliedes in (55), Kap. 4, sind offenbar mit den Griinden fiir 
das Auf~reten tier ~ullpunktsenergie eng verwandt. In beiden Fallen 
liegt der wesentliehe Unterschied der hier versuehten Theorie yon der 
bisherigen nicht in einer Verschiedenheit der meehanischen Gesetze, 
sondern .in der fiir diese Theorie charakteristischen Kinematik. Man 
kSnnte sogar in der Formel (55), Kap. 4, in die ja gar keine mecha- 
nischea Prinzipien eingehen, eines der ansehaulichsten Beispiele fiir d i e  
Verschledenheit der quantentheoretischen Kinematik yon der bisherigen 
erblieken. 

Wenn sich die hier versuehte Quantenmechanik als s.chon in wesent- 
lichen Zii.gen richtig erweisen sollte, so ware wohl ganz allgemein als 
der wichtigste Fortschrit~ gegeniiber der bisherigen Theorie eben dies zu 
bezeiehnen: dad in dieser Theorie Kinematik und Mechanik wieder in 
eine so enge Verbindung gebraeht sind, wie etwa Kinematik und Mechanik 
i~ der klassisehen Theorie, und da~ die fU~damentalen neuen Gesiehts- 
punk~.~ welche aus den Grundpostulaten der Quantentheorie ftir die meeha- 

nischen Begriffe und die Begriffe yon Raum und Zeit folgen, in der Kine- 
matik ebenso wie in der Meehanik und in der u yon Kinematik 
und Mechanik einen adaquaten Ausdruck linden. 


