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Zur Quantenmechanik, II.
Von M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan in Gttingen.
(Eingegangen am 16, November 1925.)

Die aus Heisenbergs Ansitzen in Teil I dieser Arbeit entwickelte Quanten-
mechanik wird auf Systeme von beliebig vielen Freiheitsgraden ausgedehnt. Die
Storungstheorie wird fiir nicht entartete und eine grofie Klasse entarteter Systeme
durchgefiihrt und ihr Zusammenhang mit der Bigenwerttheorie Hermite scher Formen
nachgewiesen. Die gewonnenen Resultate werden zur Ableitung der Sitze tiber
Impuls und Drehimpuls und zur Ableitung von Auswahlregeln und Intensitits-
formeln. benutzt. Schlieflich werden die Ansitze der Theorie auf die Statistik
der Eigenschwingungen eines Hohlraumes angewendet.

Einleitung. Die vorliegende Arbeit versucht den weiteren Ausbau
der Theorie einer allgemeinen quantentheoretischen Mechanik, deren
physikalische und mathematische Grundlagen in zwei vorausgegangenen
Arbeiten der Verfasser') dargestellt sind. Es erwies sich als méglich,
die genannte Theorie auf Systeme von mehreren Freiheitsgraden zu er-
weitern ?) (Kap. 2) und durch Einfihrung der ,kanonischen Transforma-
tionen* das Problem der Integration der Bewegungsgleichungen auf be-
kannte mathematische Fragestellungen zuriickzufithren; dabei ergab sich
mittels dieser Theorie. der kanonischen Transformationen einerseits eine
Storungstheorie (Kap. 1, § 4), die eine weitgehende Ahnlichkeit mit der
klassischen Stérungstheorie aufweist, andererseits ein Zusammenhang der
Quantenmechanik mit der mathematisch so hochentwickelten Theorie der
quadratischen Formen unendlich vieler Variablen (Kap. 8). — Bevor wir
aber auf die Darstellung dieser weiteren Entwicklung der Theorie ein-
gehen, werden wir ihren physikalischen Inhalt genauer zu umgrenzen
suchen.

Der Ausgangspunkt der versuchten Theorie war die Uberzeugung,
daB es nicht moglich sein werde, der Schwierigkeiten, die uns in der
Quantentheorie gerade in den letzten Jahren auf Schritt und Tritt be-
gegneten, Herr zm werden, ehe fiir die Mechanik der Atom- und Elek-
tronenbewegungen ein mathematisches System von Beziehungen zwischen
prinzipiell beobachtbaren Grofen zur Verfiigung stinde von #hnlicher

1) W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 83, 879, 1925. M. Born und P. Jordan,
78. 1. Phys. 34, 858, 1925. Im folgenden als’ (Teil) I zitiert.

?) Anm. bei der Korr. In einer inzwischen erschienenen Arbeit von P.Dirac
{Proc. Roy. Soc. London 109, 642, 1925) sind unabhingig einige der in Teil I und
in dieser Arbeit enthaltenen GesetzmiBigkeiten und weitere neue Folgerungen aus
der Theorie angegeben worden.
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Einfachheit und Einheit, wie das System der klassischen Mechanik. Fin
solches System von quantentheoretischen Beziehungen zwischen beobacht-
baren GriBen wird allerdings gegeniiber der bisherigen Quantentheorie
den Mangel aufweisen miissen, daB es nicht unmittelbar geometrisch an-
schaulich interpretiert werden kann, da ja die Elektronenbewegungen
nicht in den uns geldufigen Begriffen von Raum und Zeit beschrieben
werden konnen; es wird: ein charakteristischer Zug der neuen Theorie
sein, daf sie ebensosehr eine Abdnderung der bisherigen Kinematik wie
-der bisherigen Mechanik darstellt; es wird aber ein wichtiger Vorzug
dieser Quantenmechanik darin bestehen, daf die Grundpostulate der Quanten-
theorie einen vollkommen organischen Bestandteil dieser Mechanik aus-
machen, daB also z. B. die Existenz diskreter stationiirer Zustinde fiir die
neue Theorie ebenso natiirlich isf, wie etwa die Existenz diskreter
Eigenschwingungsfrequenzen fiir die klassische Theorie (vgl. Kap. 8).
Wenn man eben die fundamentalen, durch die quantentheoretischen
Grundpostulate gegebenen Unterschiede zwischen Quantentheorie und
klassischer Theorie im Auge beh#lt, so scheint uns ein Formalismus, wie
der in den beiden oben zitierten Arbeiten und im folgenden versuchte,
wenn er sich als richtig erweisen sollte, eine Quantenmechanik darzu-
stellen, die der klassischen so #hnlich ist, wie man nur irgendwie hoffen
konnte.  Wir erinneh_1 hier nur an die Giltigkeit von Energie- und
Impulssatz und an die Form der Bewegungsgleichungen (Kap. 1, § 2).
Dieser Ahnlichkeit der neuen Teorie mit der klassischen entspricht es
auch, daB von einem selbstindigen Korrespondenzprinzip neben dieser
Theorie wohl nicht die Rede sein kann; vielmehr kann die Theorie selbst
als exakte Formulierung des Bohrschen Korrespondenzgedankens auf-
gefalt werden. Es wird eine wicktige Aufgabe fiir die weitere Entwick-
lung der Theorie sein, die Art dieser Korrespondenz genauer zu unter-
suchen und den Ubergang von der symbolischen Quantengeometrie in die
anschauliche klassische Geometrie zu beschreiben. Im Hinblick auf
diese Frage scheint es uns ein besonders wesentlicher Zug der neuen
Theorie, daf in ihr die kontinuierlichen Spektra und die Linienspektra
der Atome gleichberechtigt nebeneinander anftreten, d.h. als Losung ein
und derselben Bewegungsgleichung erscheinen und mathematisch eng mit-
einander verkniipft sind (vgl. Kap. 3, § 3); eine Unterscheidung zwischen
ygequanteltent und ,ungequantelten® ‘Bewegungen verliert in dieser
Theorie offenbar jeden Sinn, da in ihr nicht von einer Quantenbedingung
die Rede ist, die bestimmte Bewegungen aus einer groBen Anzahl von
moglichen aussondert; an Stelle dieser, Bedingung tritt vielmehr eine
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quantenmechanische Grundgleichung (Kap. 1, § 1), die fir alle miigli_chen
Bewegungen Geltung hat und die notwendig ist, um dem Bewegungs-
problem tberhaupt einen bestimmten Sinn zu geben.

Obwohl wir nun gerne aus der mathematischen Einheitlichkeit und
Einfachheit der hier versuchten Theorie schlieffen mochten, daB sie schon
wesentliche Ziige der wirklichen Verhaltnisse heim Problem des Atom-
baues wiedergibt, so mu man sich doch dartiber klar sein, daB die Theorie
eine Losung der prinzipiellen Schwierigkeiten der Quantentheorie noch
nicht geben kann. Die Krifte, die dem Strahlungswiderstand der klassi-
schen Theorie entsprechen, sind noch nicht in die Theorie eingearbeitet
und fiir den Zusammenhang des Problems der Kopplung mit der hier
versuchten Quantenmechanik sind nur einige undeutliche Anzeichen vor-
handen (vgl. Kap. 1, § 8). Trotzdem scheint es, als ob diese prinzipiellen
quantentheoretischen Schwierigkeiten vom Standpunkt der neuen Theorie
aus ein anderes Aussehen zeigten, als bisher und als ob doch eine mehr
als bisher begriindete Hoffnung zur spiteren Losung dieser Probleme
bestiinde. Denken wir z.B. an die Frage der StoBprozesse. Auf die
grundsitzlichen Schwierigkeiten, die in der bisherigen Theorie einer Ver-
einigung der Grundpostulate der Quantentheorie mit der Giiltigkeit des
Energiesatzes bei schuellen Stéfen im Wege stehen, hat in letzter Zeit
besonders Bohr?) hingewiesen. In der hier versuchten Theorie ergeben
sich nun sowohl die Grundpostulate, wie der Energiesatz als mathemati-
sche Folgen der quantenmechanischen Gleichungen und die Ergebnisse der
Franck-Hertzschen StoBversuche scheinen so eine naturgemafe mathe-
matische Konsequenz der Theorie; daher darf man hoffen, daB bei einer
kiinftigen Behandlung der Stofprobleme auf Grund der Quantenmechanik
eben wegen des organischen Zusammenhanges der Grundpostulate mit
dieser Mechanik Schwierigkeiten der erwéhnten Art nicht auftreten werden.

Der Fragenkomplex der anomalen Zeemanetfekte zeigt zunichst vom
Standpunkt der hier versuchten Theorie aus kaum ein anderes Aussehen
als bisher. Der in den Grundvoraussetzungen dieser Theorie enthaltene
innige Zusammenhang der ,aperiodischen® und der ,periodischen Bahnen*
bringt zwar mit sich, daf wir nicht sicher sein komnen, daf das
Larmorsche Theorem allgemein gilt (Kap. 4, § 2); die Voraussetzungen
fiir die Giiltigkeit dieses Theorems sind beim Oszillator, nicht aber ohne
weiteres beim Kernatom erfiillt. Doch ist es nicht wahrscheinlich, daf
dieser Gesichtspunkt zu einer Deutung der anomalen Zeemaneffekte fithren

1) N. Bohr, ZS. f. Phys. 34, 142, 1925,
39%



560 M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan,

kapn; vielmehr diirfte die Quantenmechanik bei den Zeemaneffekten mit
denselben Schwierigkeiten zu kémpfen haben wie die bisherige Theorie;
das Problem der anomalen Zeemaneffekte ist aber neuerdings durch eine
Note von Uhlenbeck und Goudsmit?) in ein neues Stadium getreten.
Diese Verfasser machen die Annahme, daff das Elektron selbst ein mecha-
nisches und magnetisches Moment besitze (deren Verhiltnis doppelt so
groB sein solle, wie bei Atomen), daB es also eigentlich gar keine ano-
malen Zeemaneifekte gebe; durch diese Annahme fallen die Schwierig-
keiten bei den statistischen Gewichten fort und es ergibt sich eine quali-
tative Deutung simtlicher mit dem Problem der Multiplettstruktur und
der Zeemaneffekie zusammenhingenden Ph#nomene; die Frage, ob man
dadurch schon eine quantitative Deutung dieser Erscheinungen erhilt,
kann allerdings erst durch genauere Untersuchungen mit den Methoden
der Quantenmechanik beantwortet werden; einige Resultate des Kap. 4
scheinen beztiglich der Zeemaneffekte diese Hoffnung auf die Moglichkeit
einer spiteren quantitativen Deutung zu bestirken.

Schlieflich haben wir noch versucht, ein bekanntes statistisches Pro-
blem mit den durch die Theorie gegebenen neuen Methoden zu behandeln:
Bekanntlich kann man durch Quantelung der Eigenschwingungen eines
(in spiegelnde Winde eingeschlossenen) Hohlraums nach den bisherigen
Methoden zu Ergebnissen kommen, die eine gewisse Ahnlichkeit mit den
Ansitzen der Lichtquantentheorie aufweisen und die eine Ableitung der
Planckschen Formel gestatten. Man erhilt aber, wie stets von Ein-
stein?) hervorgehoben wurde, bei einer solchen halbklassischen Behand-
lung der Hohlraumstrahlung einen falschen Wert fiir das mittlere
Schwankungsquadrat der Energie in einem Teilvolumen. Dieses Ergebnis
muB als besonders schwerwiegender Einwand gegen die bisherigen
Methoden der Quantentheorie angesehen werden, weil es sich einerseits
hier um ein Versagen der Theorie schon beim einfachen Problem des
harmonischen Oszillators handelt, und weil andererseits die genannte
Schwierigkeit auch bei jeder Statistik der Eigenschwingungen irgend eines
mechanischen Systems, z. B. eines Kristallgitters, auftreten wiirde. Wir
haben nun gefunden, daf die auf Grund der Kinematik und Mechanik der
hier versuchten Theorie durchgefiihrte entsprechende Rechnung zum
richtigen Werte des Scowankungsquadrates, wie zur Planckschen Formel
fithrt, was wohl als wichtige Stiitze fiir die hier versuchte Quanten-
mechanik anzusehen ist.

1) G. Uhlenbeck und S. Goudsmit, Naturwiss. 13, 953, 1925,
2) A. Einstein, Phys. ZS. 10, 185, 817, 1909.
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Kapitel 1. Systeme von einem Freiheitsgrad.

§ 1. Grundprinzipien. 1 Eine quantentheoretische GroBe g
— sei es Koordinate oder Impuls oder irgend eine Funktion beider —
wird reprisentiert durch die Gesamtheit der GroSen

a(,nm) 2nivinm)i (1)
oder auch unter Weglassung des fiir alle zum System gehorigen Grofen
gleichen (nur von den Indizes n und m abhingigen) Faktors e2#¢v(nm)¢
durch die Gesamtheit der Zahlen

a (nm). @)

‘Wir kénnen also von einer (iibrigens unendlichen) , Matrix“ & sprechen.

II. Die Rechenoperationen, wie Addition, Multiplikation der quanten-
theoretischen Gréfen sind entsprechend den fiir Matrizen giiltigen Rechen-
regeln definiert.

ITI. Gegeben sei eine durch Additionen und Multiplikationen von
Matrizen definierte Funktion £ (X,, X,, ... X;), wo die X, X,, ... X, quanten-
theoretische GroBen bedeuten. Dann fiihren wir zwei Arten von Differential-
quotienten der Funktion f nach einer der GriBen X (etwa X,) ein:

a) Differentialquotient erster Art:

if_'_ — lim f(x1 +u11 Xg) ] Xs)—"f(xp xg’ ey X:s)7 (3)
dax,

a—»0 o

wo ¢ eine Zahl und 1 die durch

0, nEm
definierte Einheitsmatrix ist.
b) Differentialquotient zweiter Art, definiert durch?)
of 0D (f)
O™ = G @
wo D (f) die Diagonalsumme der Matrix £ bedeutet.
AuBerlich werden wir die beiden Arten von Differentiationen durch
den Bruchstrich [dicker Bruchstrich fiir a), dinner fiir b)] unterscheiden.
Die Differentiation zweiter Art wurde in Teil I ausschlieBlich be-
nutzt, da sie eine einfache Formulierung des Variationsprinzips der
Quantenmechanik erméglicht und daher als naturgemiB erscheint. Fiir
manche Rechnungen ist jedoch der Differentialquotient erster Art be-
quemer zu handhaben. Allgemein mag bemerkt bwerden, daf die Ein-
filhrung eines Differentialquotienten in der Quantenmechanik etwas

1) Vgl. Teil I.
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kiinstlich ist und da die Operationen der linken Seite von (6) das
naturgemife Analogon zum Differentialquotienten der klassischen Theorie
darstellen. Es ist fiir die Formulierung der kanonischen Gleichungen
wichtig, festzustellen, daf fiir die Energiefunktion M (pq) die beiden
Arten (8) und (4) der Differentiation identisch werden?).

IV. Das Rechnen mit den quantentheoretischen Grifen wiirde wegen
der Nichtgiiltigkeit des kommutativen Gesetzes der Multiplikation in
gewissem Sinne unbestimmt bleiben, wenn nicht der Wert von pg — gp
vorgeschrieben wiirde?). Wir fiihren daher als fundamentale quanten-
mechanische Relation ein: ’

Pqd—qp =

h
Smi (5
Auf die korrespondenzmiiflig-physikalische Bedeutung dieser Relation
werden wir spiter zu sprechen kommen. An dieser Stelle scheint es uns
wichtig, hervorzuheben, daf Gleichung (B), Kap. 1, die einzige unter
den Grundgleichungen der hier versuchten Quantenmechanik ist, in welchen
die Plancksche Konstante » vorkommt. Es ist befriedigend, daB die
Konstante kb an dieser Stelle schon in so einfacher Form in die Grund-
lagen der Theorie eingeht; auflerdem erkennt man aus (5), Kap. 1, daf
die neue Theorie im Limes # — O in die klassische ibergehen diirfte,
wie es physikalisch gefordert werden muB.

1) In der Tat wurden ja fiir die Energiefunktion A in Teil I nicht irgend-
weleche Funktionen etwa der Form

H* = 2] ¢, P°q

zugelassen, sondern durch symmetrisierte Funktionen ersetzt, die zu denselben
Hamiltonschen Gleichungen Anlafi gaben:

L S il
H= Ea”;—’k‘—llgops q9p.

Fiir diese symmetrisierten Funktionen H aber gilt nach den in Teil I abgeleiteten
Formeln

JH 1 {s—l s—1—1 7 .l > s—1 .r l—1}
— = Ay =7 s—1 g+ > qp
op > Srs+llz=20( ) z§1

§—1 BH

— 2%7‘2 Ps—l—lqrpl — 5
Al rt p
r—1 YH

3H_ v 2 s—1 r7—1,0 r—1—F 8 4 __
Bqnzasrs—*-llgop 7 p"‘—za’srjgoq pa Y]
2) Die Bewegnngsgleichungen lassen lediglich erkennen, daB diese Differenz
eine Diagonalmatrix sein muf.
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Aus der Gleichung (5), Kap. 1 kann noch eine spater wichtige Be-

ziehung abgeleitet werden:
Sei f(pgq) irgend eine Funktion von p und g, so gilt:

(®)

‘ _Of k.
fq—qfﬁa-;ﬁy

_of M
PI—1p =5g 3ai

Denn nehmen wir einmal an, diese Gleichungen seien richtig fiir
irgend zwei Funktionen @ und 1, dann sind sie auch richtig fiir @ -+ @
und @ .y. Fir ¢ - v ist dies trivial, fiir @ .4y ergibt eine leichte
Rechnung:

P-vg— g«pw —_; Pwqg— qw);r (‘P;I— qPY
(% 92, )\t __O@y) k
T (q’b_; + E_FW>2M' T dp 2mi’
analog fir ppy — @y p.

Nun gilt die Relation (6) fiir p und g, also auch fiir jede Funktion f;
die formal nach Potenzen von p und g entwickelbar ist.

§ 2. Die kanonischen Gleichungen, Energiesatz und
Frequenzbedingung Seien jetzt eine Energiefunktion A (pq) und
die zugehorigen kanonischen Gleichungen

oH oH
= — = — 7
5’ =3, ©
gegeben. Aus demn Kombinationsprinzip fiir
v(nm)+v(mk) = vk (8)
folgt, daB v dargestellt werden kann in der Form
v (nm) = _V_@%@. 9)

Wir fiithren jetzt eine quantentheoretische Griofe W/ ein als ,Term-
grofe, definiert durch

W (nm) :{anurn—_:m

0 , nfm
W ist also eine Diagonalmatrix.
Dann gilt fiir irgend eine quantentheoretische Groge:

21

a— T(Wa—aW). 10)
In der Tat war ja (vgl. Teil 1) a definiert durch

a(nm) — 2miv(nm)a(nm).
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Zu den Grundpfeilern der Theorie, die wir hier aufzubauen suchen,

gehort der Energiesatz (H — const) und die Frequenzbedingung
H,—H,
(v(nm) = %’1; H, =W, + const).
Den Beweis fiir diese beiden Siitze fithren wir, indem wir die Be-
ziehungen (6) und (10) in Gl (7) (Kap. I) einsetzen.
Dann ergibt sich:
Wg—qW = Hq—qH}
Wp—pW—=Hp—pH

W—H)g—qW—H) =0,
W—H)p—pW—H)=0.
Die GroBe W — H ist also mit p und g, daher anch mit jeder Funktion
von p, @, insbesondere auch mit H vertauschbar:
W—HH—-HW—H)=0.
Daraus folgt nach (10), Kap. 1: :
H=o. (12)
Damit ist der KEnergiesatz bewiesen, // ist als Diagonalmatrix
Hnm) = 0,,H, erkannt. Aus /(11), Kap. 1, folgt nun unmittelbar
auch die Frequeﬁzbedingung:

g (mm)(Hy, — Hy) = q(nm) (W, — W), (13)

(11)

oder auch

d. h.
Hn I Hm
h
Wir haben bisher aus den kanonischen Gleichungen mit Hilfe der
Grundgleichung (5), Kap. 1, Energiesatz und Frequenzbedingung be-
wiesen. Nachtidglich aber konnen wir den Beweis anch umkehren. Wir
wissen, daf Energiesatz und Frequenzbedingung richtig sind. Wenn
also die Energiefunktion /f als analytische Funktion irgendwelcher
Variablen P, @ gegeben ist, so gelten immer dann, wenn

h.

ist, die kanonischen Gleichungen:

= vy (nm). (14)

694 p__ 9OH
Q—OP’ P= 70 (15)

Dies folgt unmittelbar daraus, dab die GroBen PH — HPbzw. HQ — QH
in doppelter Weise, nimlich entsprechend (6), Kap. 1, und entsprechend
Gleichung (10), Kap. 1, interpretiert werden konnen.
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§ 3. Kanonische Transformationen. Unter einer ,kanonischen
Transformation“ der Variablen p, ¢. in neue Variable P, @ wird man
nach dem Vorhergehenden eine Transformation verstehen, bei welcher

. h
Pq9—qp=PQ—QP=

2mi

ist; denn dann gelten fiir P, Q wie fir p, ¢ die kanonischen Glei-
chungen (7), Kap. 1, bzw. (15), Kap. 1.

Eine allgemeine Transformation, die dieser Bedingung gentigt, heifit

J— —1
wo S eine beliebige quantentheoretische Grofe bedeutet; wir mochten
vermuten, daf (17), Kap. 1, sogar die allgemeinste kanonische Trans-
formation darstellt. Die Transformation (17), Kap. 1, hat noch die ein-
fache Higenschaft, daf fiir irgend eine Funktion £(P, Q) gilt:
fP,Q=Sf(p S, (18)

wobei f(p, g) aus f(P, Q) dadurch hervorgeht, da P durch p, Q durch
q unter Beibehaltung der Funktionsform ersetzt wird. Der Beweis dieser
Behauptung fiir Funktionen im Sinne unserer Definition folgt unmittelbar
aus der Bemerkung, daf der Satz fiir Summe und Produkt mit Summanden
bzw. Faktoren p, ¢ gilt.

(16)

Die Wichtigkeit der kanonischen Tramsformation beruht auf folgen-
dem Satze: Wenn irgend ein Wertepaar p,, g, gegeben ist, das der
Gleichung (15), Kap. 1, geniigt, so kann man das Problem der Integration
der kanonischen Gleichungen fiir eine Energiefunktion H (p q) reduzieren
auf das folgende Problem: Es ist eine Funktion S so zu bestimmen, daf mit

p=38pSY qg=3S5¢q,5 (19)

Hpq) = SH(p,q) S~ = W (20)
eine Diagonalmatrix wird. Gleichung (20), Kap. 1, ist das Analogon
zur Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung; S entspricht in
gewisser Weise der Wirkungsfunktion.

die Funktion

§ 4. Storungstheorie. Es sei vorgelegt das durch die Energie-
funktion definierte mechanische Problem:

H=H,(pg +iH,(p@ +¥H,(pqg) + - 21)
Wir nehmen das durch die Energiefunktion H,(pq) definierte
mechanische Problem als gelést an; es seien also Ldsungen Po Go be-

. . I
bekannt, die der Bedingung p,q, — g,p, = ‘)_z, 1 geniigen und
2awi
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- Hy(poqo) = W, zu einer Diagonalmatrix machen. Dann suchen wir
eine. Transformationsfunktion S se zu bestimmen, daf
P=3pS q=3¢S5 - (22)

und daf
' Hpq =SH(Pq)S =W,

d. h. gleich einer Diagonalmatrix ‘wird. Wir versuchen zur Liosung
den Ansatz: ‘
S=1+18,+42S,+ --- (23)

Dann ist
S 1=1—218,+2(SE—S8y +1%... (24)

Nehmen wir fiir /f den Awusdruck (21), Kap. 1, so kinnen wir nach
Potenzen von A ordnen und erhalten die Niéherungsgleichungen:

Ho(poqo). = W,
S.\H,— HOS' +H = W

.................................

S Ho HOS +F1-(Hoy ooy Hr Sof ceey Sr——l) =
wobei H,, H,, ... stets nit den Argumenten p,, ¢, zu nehmen sind.

Die erste Gleichung (25), Kap. 1, ist erfilllt. Die iibrigen lassen
sich der Reihe nach aufldsen, und zwar in ganz analoger Weise wie in
der klassischen Theorie: Man bildet erst den Mittelwert zur Festlegung
der Energiekonstante und kann dann ohne weiteres die Losung hin-
schreiben:

W, = F, ]

F, (mn) (26)
S, mn) = ey (1 B
wobei v, (nm) die Freqﬂenzen der ungestérten Bewegung sind.

Diese Lisung geniigt der Bedingung

S.5 =1, (27

wo der Cirkumflex die Vertauschung von Zeilen und Spalten (Trans-
position) -bedeutet und der Stern Ubergang zur konjugierten komplexen
GrioBe. Da wir auf diese Relation spater von einem allgemeineren Stand-
punkt aus zurtickkommen werden, wollen wir sie hier nur fiir die erste
Néherung bestitigen, die wir segleich ausrechnen werden; fiir diese
lautet sie

S, +S8r=o. (28)
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Die Bedeutung der Gleichung (8), Kap. 1, beruht darauf, daf aus ihr der
Hermitesche Charakter der Matrizen p, ¢ folgt; denn nach (22),
Kap. 1, wird 1) - o
q* — S*qg‘s*—l —_— S—lq‘os j— q“’
und analog fir p.

In erster Niherung folgt aus (26), Kap. 1, wie in der klassischen
Theorie:

W, = H,; 29)
sodann I
8, (mn) = ﬁ)% (1 — 8- (30)

Dieser Ausdruck erfiillt in der Tat die Bedingung (28), Kap. 1, wegen

der Voraussetzung, da8 H, eine Hermitesche Form ist. Nunmehr

kann man die Energie in zweiter Naherung berechnen und findet:
= 1 v H,(nD) H, (In)

W, = H, + 7[? el 62))
wo der Akzent am Summenzeichen bedeutet, daf die Glieder mit ver-
schwindendem Nenner (I = #) fortzulassen sind.

In dieser Weise kann man fortfahren und sukzessive alle Glieder
der Reihen W und S bestimmen. Setzt man die Reihe fiir § in (22),
Kap. 1, ein, so erhilt man die Entwicklungen
9=9qo+4q, +4q,+ -,
Pp=pPtip+¥p+ -

mit bekannten Koeffizienten. So lautet z. B. die erste Niherung

9, = S1q0'—qos11
Py = S;po— PoSi;

<I-I.J (mk) gy (kn)  gy,(m kyH, (kn)>

oder ausfiihrlich:

1 '
4 (mn) — 3" 2
h k

v, (mk) v, (kn) 32)
_ 1 /H (mk)q (Fn)  g,(mEkYH, (kn)
Py (mm) = h % < vo(mlg) B v, (kn) )

Die Formeln (32), Kap. 1, bedeuten die Ergebnisse der Kramersschen
Dispersionstheorie 2) im Grenzfall unendlich kleiner Frequenz des #ufieren
Feldes; diese Moglichkeit einer einfachen Ableitung der sonst auf Grund
von Korrespondenzbetrachtungen gewonnenen Formeln scheint uns sehr

1) Man beachte die Rechenregel (a’\B) — ba.

2) H. A. Kramers, Nature 113, 673, 1924; 114, 310, 1924, Vgl. auch
R. Ladenburg, ZS.{ Phys. 4, 451, 1921; R. Ladenburg und F. Reiche,
Naturwiss. 11, 584, 1923.
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zugunsten der hier versuchten Theorie zu sprechen. Gleichung (31),
Kap. 1, wurde von Born') durch Umdeutung der entsprechenden klassi-
schen Formeln erhalten. Die Glieder m — n der Gleichung (32), Kap. 1,
entsprechen der Kramersschen Formel fiir das gewthnliche Dispersions-
licht, die anderen Glieder m 7= n entsprechen den von Kramers und
Heisenberg?) angegebenen Formeln fiir das ,Streulicht der Kombinations-
frequenzen“. Die letzteren Ausdriicke wurden von Pauli?) zur Berechnung
der Intensitaten der in auBeren elektrischen Feldern auftretenden (sonst
,verbotenen*) Uberginge bei Hg benutzt. Fiir die Ableitung der all-
gemeinen Dispersionsformeln (wenn die Frequenz des #uBeren Feldes
nicht verschwindet) sind noch allgemeinere Betrachtungen iiber die
Wirkung zeitlich verinderlicher #uBerer Krifte notwendig, zu denen wir
jetzt iibergehen werden.

§ 5. Systeme, bei denen die Zeit explizite in der ,Energie-
funktion vorkommt. Die Behandlung der quantenmechanischen
Wirkung #uBerer Krifte, die explizite von der Zeit abhiingen, scheint uns
deshalb von besonderem Interesse, weil bei diesem Problem einige Unter-
schiede zwischen der gquantentheoretischen und der klassischen Mechanik
charakteristisch zu Tage kommen. Das Problem der Wirkung zeitlich
verinderlicher dulflerer Krifte ist aufzufassen als Grenzfall des Problems
der Wechselwirkung zweier Systeme, wobei der Einfluf der Wechsel-
wirkung auf das eine System (es heifle A) so gering ist, daf die Wirkungen
auf das andere System (B) durch diesen Einfluf nicht verindert werden.
Betrachten wir also jetzt vom Standpunkt der Quantenmechanik die
Kopplung zweier Systeme 4, B; die Hamiltonsche Funktion .zerfalle
in drei Teile H4, AHgp und ¢1H,p (2 sei ein zundchst willkiirlicher
Parameter, ¢ eine kleine Grife). Das System A sei bekannt. = Zur Be-
rechnung der Bewegungen von B geniigt es in der klassischen Theorie,
wenn man fiir die Koordinaten von B die Bewegungsgleichungen [aus
der Hamiltonschen Funktion 4 (Hg + s H, p)] aufstellt, wobei man fir
die Koordinaten von A ihre Losungen als Funktion der Zeit (fiir die
bestimmten vorliegenden Werte der Konstanten in 4) einsetst. Hierdurch
tritt eben bei Vernachlassigung der Riickwirkung neben der Konstanten
von 4 nur die Zeit als neue Variable im Storungsproblem fir B auf.
In der Quantenmechanik liegen die Verhiltnisse ebenso, wenn wir uns
auf die Storungen erster Ordnung (d. h. die mit & proportionalen Glieder

1) M. Born, ZS. f. Phys. 26, 379, 1924.
?) H. A. Kramers und W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 81, 681, 1925,
%) W. Pauli, Verhandl. d. dén. Akad. d. Wiss. (Im Erscheinen.)
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in den Koordinaten, Impulsen usw. von B) beschrinken. Anders aber
ist es bei den Storungen héherer Ordnung. Denn bei der Berechnung
der Storungen hoherer Ordnung kommen Produktbildungen vor aus
Grofen, von demen mehr als eine die Koordinaten von A4 implizite ent-
halt. Dies bedeutet aber nach den Regeln der quantenmechanischen
Produktbildung, dab es keineswegs geniigt, die ,&uferen Krifte als Funk-
tionen der Zeit“ fiir die bestimmten Werte der Konstanten in 4 zu
kennen, sondern diese #uBeren Krifte miissen uns fiir alle Werte der
Konstanten bekannt sein. Damit scheint aber der Begriff der duBeren
Krifte eigentlich den Sinn zu verlieren. Die Auflosung dieser Schwierig-
keit scheint uns in der Bemerkung zu liegen, daf die Riickwirkung selbst
zu Gliedern der Ordnung A &* in den Koordinaten von B Anla8 gibt, da8
also eine gleichzeitige Vernachlissigung der Riickwirkung und Berechnung
der Glieder mit ¢ in B nur dann einen Sinn hat, wenn auch A als sehr
klein betrachtet werden kann, d. h. physikalisch, wenn eine Ab#nderung
der Grofien in A um Betriige von der Ordnung der entsprechenden GroBen
in B keine merkliche Anderung der Wirkung von A auf B herbeifiihren
wiirde. In dieser Anniherung aber 148t sich auch die quantenmechanische
Produktbildung und daher die Berechnung der Storungen hoherer Ordnung
in ¢ wieder durchfithren, und zwar reduzieren sich die Regeln dieser
Produktbildung einfach auf die der klassischen Multiplikation, da ja die
in H, g eingehenden Koordinaten, Amplituden und Frequenzen in dieser
Niherung nicht von den Konstanten in 4 abhingen. In diesem Sinne
konnte z. B. die Wirkung eines starken elektromagnetischen Wechsel-
feldes auf ein Atom durchaus als Wirkung einer ,dufleren Kraft¢ unter
Vernachlissigung der Riickwirkung berechnet werden, da die Energie
des Feldes im Vergleich zu der des Atoms als unendlich angesehen
werden kann. Awuch die Wirkung einer o-Partikel auf die Elektronen
eines Atoms konnte wegen der relativ groBen Energie der o -Partikel
als ,#uflere Kraft“, wie in der klassischen Theorie aufgefafit werden und
auch die Fourierentwicklung der dabei auf die Elektronen wirkenden
Kraft nach der Zeit wire in dieser Ndherung die klassische. Aber die
Wirkung der Krifte eines einzelnen Atoms auf ein anderes kann niemals
als Wirkung #ulerer Krifte gedeutet werden —— d. h. nur in dex Gliedern
erster Ordnung, in denen eine solche Deutung stets moglich ist —, da
fiir die Glieder hoherer Ordnung die Vernachliissigung der Riickwirkung
zu falschen Resultaten fithren wiirde.

Das Ergebnis unserer Uberlegungen fassen wir dahin zusammen:
Unter gewissen Voraussetzungen hat es, wie in der klassischen Theorie,



B70 M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan,

einen Sinn, von der Wirkung bestimpter zeitlich verénderlicher Krifte
auf das Atom zu sprechen. In diesem Falle gelten fiir das Rechnen mit
der explizite auftretenden Zeit die Rechenregeln der klassischen Theorie:
Séi z. B. das suBere Kraftfeld periodisch mit der Periode v, so lautet
das allgemeine Glied einer Koordinate q:

g (mn, r).ean‘[v(mn)+1vo]t, (33)
das allgemeine Glied von ¢?:
Sa(mk, T — 1) q(kn, ©) 27l i) Tvolt, (34)
k, z! .

Der Fall der zeitlich veréinderlichen #ufleren Krafte scheint uns deshalb
ein bemerkenswertes Beispiel fiir den korrespondenzmiBigen Ubergang
der quantentheoretischen Kinematik in die klassische.

"Wenn es sich nur wn die Berechnung der Wirkungen erster Ordnung
der suBeren Krifte handelt, so bleiben die durch die folgenden Rechnungen
zu gewinnenden Resultate auch richtig, wenn die am Anfang genannten
Voraussetzungen nicht erfiillt sind — in genauer Analogie zur klassischen
Theorie.

Nach den vorausgehenden Uberlegungen 1:iBt sich die mathematische
Behandlung der Systeme, in denen (bei Giiltigkeit der erwihnten Voraus-
setzungen) die Zeit explizite auftritt, einfach in Analogie zu den ent-
sprechenden klassischen Methoden durchfiibren. Nehmen wir wieder an,
die subere Kraft sei periodisch in der Zeit mit der Periode v, die
Hamiltonsche Funktion sei?)

H = H(prqw cos2mv,i). (85)

Dann fiihren wir einen neuen Freiheitsgrad mit den Variabeln ¢, p' ein
und nehmen als Hamiltonsche Funktion des neuen Problems, in dem die
Zeit nicht mehr explizite vorkommt:

H = H Py 9i; ¢) + 2z v, Y1—¢"p. (36)
Die kanonischen Gleichungen fiir p;, g, bleiben dabei die bisherigen, nur

steht fiir cos 2z vt stets ¢g. Die neu dazu kommenden Gleichungen
heiflen:
. __OH

§'=gp =2wnli=g" @37
b _OH __0H ., g
ST T I T

1) Wir nehmen hier einen Augenblick die Ergebnisse des nichsten Kapitels
iber Systeme mit mehreren Freiheitsgraden vorweg.



Zur Quantenmechanik. II. 571

‘Die erste Gleichung sagt aus, daff @' wirklich (bis auf willkiirliche Wahl
des Anfangspunktes der Zeit) gleich cos 27 v, wird, so da die kanonischen
Gleichungen fiir py, ¢, dieselbe Form haben, wie beim friiheren Problem;
die zweite Gleichung (37), Kap. 1, gibt eine Bestimmung von p’. Durch
(36), Kap. 1, ist also. das Problem (85), Kap. 1, wirklich auf die sonst
behandelten Fille zuriickgefiihrt.

Uns interessiert vor allem die Frage, welche Verinderungen wir an
den Storungsformeln (25), Kap. 1, vorzunehmen haben, wenn die Zeit
explizite in M, H,, ..., nicht aber in A, auftritt. Eine einfache Uber-
legung zeigt, daB die Stérungsformeln fiir unseren Fall aus den fritheren
‘dadurch hervorgehen, daf tiberall, wo friiher ein Glied der Form

HS; — S Hy auitrat, jetzt H,S,— S, H, + 5

geéetzt wird.

2S5,

i ot
(H, kommt nur in solchen Verbindungen vor). Also helﬁen-die niedrigsten
Ordnungen der neuen Stérungsformeln:

Ho(Poqo) - w07
h &S,

slHo_‘HoSl "/ atl +H1 — le
h 0 h 9 (38)
Site —HySi— 5o 50t + (Hu S, — 5H0+2—m—a‘%)sl

+ Sl H1 - Hl'sl “+ Hs - wz’

Wir mgchten vermuten, daf diese Formeln (38), Kap. 1, auch dann gelten,
wenn die Annahme, daf die duBeren Krifte periodisch in der Zeit seien,
nicht zutrifft — obwohl wir diese Annahme bei der Ableitung der
Formeln benutzt haben.

Die Gleichungen erster Ordnung der Formeln (38), Kap. 1, die ja
auch noch richtig bleiben, wenn die Voraussetzungen der ,suBeren Krifte*
nicht mehr erfillt sind, beantworten zusammen mit (22), Kap. 1:

g =¢q,+ 15,9, — 9,5,
P =Po+ A(S:1ps— PoSy)
die Fragen der Dispersionstheorie in einem allgemeinen Sinne. In der
Tat, setzen wir:
H, = E.eqycos 2mv,t,
so folgt ’
Ee ! Ee
Hl'(mnv 1) = 9 /0 (mn), Hy(mn, —1) = o5 gy (mn),
Ee  q,(mn)
2 vy (mn) — vo

' (39)
o e g,(mn)
B D S )

S, (mn, — 1) =
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Daraus folgt [vgl. (22), Kap. 1]

Ee < (2(mk) g, (kn) g, (mk)q,(kn)

, 1 < 0 0 _. 10 0 )_ 40
Gmm D= on 2 B v, v Gw+v, ) O
‘Wenn wir noch annehmen, daB wir kartesische Koordinaten, d. h. » == m ¢
haben:

. Ee gy (mE) p, (kn) — p, (mk) g, (kn)

4 (mn? 1)  2h. 2mxim % 0(1}0 (m k; + ’”0) (’Voo(lﬁ’n) +0'Vo) (4:].)
ebenso

¢, (mn, —1) = Ee g, (m k) p, (kn) — p, (mk) g, (lm). 42)

2h.2mim " (v, (mk) —v,) (v, (kn) — v,)
Die Gleichungen (40), (41), (42), Kap. 1, stimmen iiberein mit den Formeln
der Kramersschen Dispersionstheorie). Besonders interessant scheint
noch der Fall sehr hoher Frequenz des einfallenden Lichtes |vy| > |v, (mk)|
bzw. |v,(kn)|. Dann erhilt man in erster Niherung:

Ee
9= h2gt?,ry m(POqO quo)COS2:n:wot
oder wegen (5), Kap. 1
Ee
q1_+4n: c0s27;q;0 43)

Dieses Ergebnis bedeutet, daf eben die quan’cenmechanische Vertauschungs-
relation (8), Kap.1, schlieBlich verursacht, da8 fiir hinreichend hohe
Frequenzen das Elektron sich bei der Streuung wie ein freies- Elektron
verhilt. Das Streulicht der Frequenzen wv,(mmn) + v,(m = n) ver-
schwindet, das Streulicht der Frequenz v, hat die bei Stremung durch
ein freies Elektron zu erwartende Intensitit ?).

Kapitel 2. Grundlagen der Theorie der Systeme von beliebig
vielen Freiheitsgraden.

§ 1. Die kanonischen Bewegungsgleichungen; Stérungs-
theorie bei nichtentarteten Systemen. Bei f > 1 Freiheitsgraden
liegt es mahe, statt einer Darstellung der quantentheoretischen Grifen
durch zweidimensionale Matrizen eine solche durch 2 f-dimensionale Ma-
trizen zu wihlen, entsprechend der 2 f-dimensionalen Mannigfaltigkeit der
stationdren Zustinde im klassischen J-Raum:

G = (1 (my ... gy My . mf)),}
Pr = (Pr(y ... npy my ... mp)).
1) Vgl. die Diskussion der fiir », — O gewonnenen Resultate auf S.567.

) Vgl. die Arbeiten von W.Kuhn, ZS. {. Phys. 33, 408, 1925; W.Thomas,
Naturwiss. 18, 627, 1925; F. Reiche und W. Thomas, ZS.{ Phys. 34, 510, 1925,

M




Zur Quantenmechanik. IL. 573

Doch ist diese Darstellung, wenngleich unter Umstinden sehr bequem
und iibersichtlich, durchaus nicht notwendig. Auch bei mehreren Freiheits-
graden werden die dynamischen Grundgleichungen die Form von
Matrizengleichungen haben; aber die Matrizen konnen auch zwei-
dimensional geschrieben werden, wie bisher. Denn schon bei einem
Freiheitsgrad zeigte sich, daf die in der Zeilenanordnung der Matrizen
zum Ausdruck kommende Reihenfolge der stationdren Zustinde (im
Gegensatz zur bisherigen Theorie) ganz beliebig und durch keine innere
Eigenschaft des Systems bestimmt ist. Diese Bemerkung kann nun ohne
weiteres auf die mehrdimensionalen Matrizen iibertragen werden; man
kann beliebige Umordnungen vornehmen, speziell auch die 2 f-dimensionalen
Matrizen in zweidimensionale verwandeln. Denn die grundlegenden
Definitionen der Addition und Multiplikation sowie der zeitlichen
Differentiation sind offenbar ganz unabhingig von irgendwelchen
Ordnungsbeziehungen zwischen den Zeigersystemen n,, n,, ...,

welche einzeln genommen die Zustinde, paarweise die Uberginge
bezeichnen.

Es ist danach auch klar, daf die allgemeinen Regeln der Matrizen-
analysis, wie sie in I, Kap. I, und in Kap. 1 dieser Arbeit dargelegt
wurden, ohne weiteres auch in der Theorie der Systeme von mehreren
Freiheitsgraden anzuwenden sind. Ebenso iibertriigt sich unmittelbar die
Ableitung der Bewegungsgleichungen aus dem Variationsprinzip von I,
Kap. I1, so daB wir sogleich anschreiben kénnen:

oH . oH

qkzm, Pk:—m' (2)

Als wesentlich neue, iiber die Theorie der Systeme mit einem Freiheits-
grad hinausgehende Annahme kommen bei mehreren Freiheitsgraden die
allgemeinen Vertauschungsrelationen der py und ¢; hinzu. Ebenso wie
bei einem Freiheitsgrad wiirde ja das Rechnen mit den quantentheoretischen

Griofen in gewisser Weise unbestimmt, wenn nicht die , Vertauschungs-
relationen“ angegeben wiirden.

Als naheliegende Verallgemeinerung von (3), Kap. 1, bieten sich
folgende Gleichungen dar:

h
Pr9:— i pr = 5 Ot
PePi1— pipr = 0, ®)
9:9:— q:q;, = 0.

Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXXV, 40
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Wenn H.die (symmetrisierte) Energiefunktion bedeutet, kann anf Grund
dieser Beziehungen (2), Kap. 2, ersetzt werden durch

oH . oH

T = =—, e 2’
9= 5o Pr 3G 2)
Ferner folgt aus diesen Relationen?), wie oben in Kap. 1 dieser Arbeit:
h Of
Pif @ Gn Py P)— P =5 5
hoof ®
fq,—qf = Swiops

Der Beweis von Energiesatz und Frequenzbedingung wird dann aus
(2') und (4), Kap. 2, wie in Kap. 1 gefithrt. Ebenso 148t sich auf Grund
von (8) und (4) zeigen, daf immer dann, wenn fiir ein System P, Q, die
¥, slationen (8), Kap. 2, erfilllt sind und die Energiefunktion als analytische

anktion der P, und @; gegeben ist, die kanonischen Bewegungs-
gleichungen (2), Kap. 2, gelten.

Man wird also eine Transformation der Variablen p;, @, in neue
Variablen P, @; dann als ,kanonisch* bezeichnen, wenn sie die Relation (3),
Kap. 2, ungetindert JiaBt.

Eine sehr allgemeine Klasse solcher Transformationen ist wieder

durch die Formeln P.=Sp: 5‘1,} (5)
Q=35

gegeben. Diese Transformation hat auch wieder die Eigenschaft, jéde
Funktion £(PQ) iiberzufithren in

f(Pv Lt pf’ Qv t Qf) = Sf(Pv <o Py G e qf)s_l' (6)
Wenn ein System pf, ..., pf, @/, ..., qf bekannt ist, das den Glei-
chungen (3), Kap. 2, geniigt, so reduziert sich das Problem der Integration
der Gleichungen (2), Kap. 2, wieder auf das andere Problem: Es ist eine
Funktion § zu suchen, die den Gleichungen

Pr = SPI?5_17
G = S¢S } ®=)
geniigt, und die
Hpq=SHP¢)S*=W O]

in eine Diagonalmatriz iiberfiihrt.
Gleichung (7) stellt wieder das Amalogon zur Hamiltonschen
partiellen Differentialgleichung dar.

1) Die physikalische Bedeutung dieser Relationen bei der Dispersionstheorie
wird diskutiert von H. A. Kramers, Physika, Dez. 1925.
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Die Gleichungen (3), Kap. 2, zusammen mit (2), Kap. 2, wiirden
offenbar viel zu viel Forderungen an die p,, @, stellen, wenn alle diese
Gleichungen voneinander unabh#ngig wiren. Es muB als eine inter-
essante mathematische Aufgabe angesechen werden, die Gleichungen (3)
aus einem Minimum unabhiéngiger und widerspruchsfreier Voraussetzungen
abzuleiten; doch soll anf diese Frage hier nicht eingegangen werden.
Wir begniigen uns mit der Bemerkung, daf

d
aF > (PeGr— Gipy) = 0
%

aus den Bewegungsgleichungen (1), Kap. 2, allgemein zu folgern ist.
Dagegen soll allgemein gezeigt werden, daB die Gleichungen (3), Kap. 2,
zusammen mit den Bewegungsgleichungen (2), Kap. 2, bzw. der gleich-
wertigen Forderung (7), Kap. 2, erfiilllbar sind (natiirlich von singuliren
Ausnahmeféllen abgesehen).

Dieser Beweis ist zu liefern im Zusammenhang mit der Verall-
gemeinerung der Storungstheorie von Kap. 1, § 4, fiir beliebig viele Frei-
heitsgrade. Wir denken uns die Energiefunktion H ( P ) derart als

H=H,pq) +iH, (pq) +2H,(pq) + - ®)
geschrieben, daf P
Hy(pq) = = H® (p,qy

k=1
wird. Fir 4 = 0 haben wir also f ungekoppelte Systeme von je
einem Freiheitsgrad; die £ Probleme

H = H®(p,q)

seien gelost durch
9 = q}, Pr = pi
mit g, p} als zweidimensionalen Matrizen
gi: (gk (e m);  pR: (v} (nm)). (10)

Wenn wir diese / ungekoppelten Systeme formal als ein einziges System

von f Freiheitsgraden betrachten, so sind die g} p? als 2 f-dimensionale
Matrizen

G = (R, ...np5 my ... mf)),} (11)
Pt = (Pi(n,...n;; m, ... my))
darzustellen, fiir welche gilt:
ROy oomp; my . my) = Op g (nmy),
PRy o omps my o) = O, pf (nymy),
40%



B76 M. Born, W. Heisenberg und P, Jordan,

wobei 0 = 1, wenn n; = m; fir alle j aufer j = k, 8, — 0, wenn
tiir irgend ein j (= k) nicht n; = m; ist. Daraus aber erkennt man:
Erstlich bleiben die Gleichungen

Piqi—qiPi = 5— 1, (12)

urspriinglich fiir die zweidimensionalen Matrizen (10), Kap. 2, geltend,
auch fiir die 2 f-dimensionalen Matrizen (11), Kap. 2, in Kraft.
Zweitens ergeben sich die Beziehungern
PLq) — qi pt = O fiir 1 = &,
0 py0 990 — g% a® 0 g0 — } (13)
PP —PiPi — qr ! — q: G = O.
Fiir 4 == O gelten daher wirklich alle Gleichungen (13), Kap.2. Es soll
gezeigt werden, daB p, ¢ derart bestimmt werden konnen, daB (3), Kap. 2,
anch fir die hoheren Niherungen gleichzeitig mit A =— W erfillt wird.
Vorauszusetzen ist dabel wiederum, daf das System /), als nicht-
entartet gewihlt wurde, d. h. daf unter den Diagonalgliedern von A,
bei Einsetzen von ¢ — ¢° p — p° keine zwei gleich sind. In diesem
Falle haben wir nur wieder den Ansatz (5a), Kap. 2,
G =SqSY pr=SpiS! 14
S=1+i5+2S5+ -
derart zu bestimmen, daB die Gleichung H — W erfiillt wird. Die
Glefchungen (3), Kap. 2, sind dann simtlich auch befriedigt, da sie durch
(14) in (12), (13) iibergehen. Also ist der verlangte Beweis gefiihrt.
Die Gleichungen (3) sind invariant gegeniiber einer linearen ortho-
gonalen Transformation der ¢; und p;. Denn setzt man

9. = > 0.1 qs
]

P = > a1 Py !
1

2mwi

zu machen und

Ay G — 31:1':

so wird

’ r ' t h
P:Gi— qipr = > tn i (Prq; — G; Pr) = Ons P
Y] i T

und entsprechend fiir die anderen Relationen. Fordern wir daher die
Bedingungen (3), Kap. 2, fiir ein kartesisches Koordinatensystem, so gelten
sie auch in jedem andern kartesischen Koordinatensystem.

Anhangsweise sei hier noch darauf hingewiesen, daf ein wohl-
bekannter Satz der klassischen Mechanik sich auf Grund der Fest-
setzungen (3), Kap. 2, ohne weiteres in die neue Theorie tibertrigt. Es sei

2
H = Ekin + Epot - %2 p_k + Ep0t1 -(15)
r " -
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und Ep, eine homogene Funktion der Koordinaten vom Grade n. Es
wird dann nach (3), Kap. 2:

. 1 dEpot
Epot = oy 2 9 Gs g (16)

und

d . .
T} ;quk = ; (Pr Gr + Prgr) = 2 Eyin — 1 Epots

also fiir die Mittelwerte
pa— n —
Ekin — ngot' (17)

Z.B. wird fir » = 2 (harmonische Schwingungen) Eyn — Epot und
fir n = — 1 (Coulombsche Krifte) Eyin = —  Epot-

§ 2. Entartete Systeme. Wir wollen nun die entarteten Systeme
ins Auge fassen. Wird das Verschwinden einiger der Frequenzen v (nm)
zugelassen (der Einfachheit halber denken wir uns die Matrizen zwei-
dimensional dargestellt), so kann die Energiekonstanz H = 0 noch
immer durch die in I und hier ausgefiihrten Uberlegungen aus den Be-
wegungsgleichungen und den Vertauschungsregeln (8), Kap. 2, abgeleitet
werden. Aber /f = O hat nicht mehr notwendig die Folge, daB / eine
Diagonalmatrix ist, und der Beweis des Frequenzsatzes wird damit
undurchfithrbar. Es sind also bei entarteten Systemen die Bewegungs-
gleichungen zusammen mit (3), Kap. 2, allein nicht ausreichend zur
eindeutigen Festlegung der Eigenschaften des Systems, und es ist eine
Verschérfung dieser Grundgleic]nlungenb notig. Es liegt nahe anzu-
nehmen, daf diese Verschirfung so zu fassen ist: Als Grundglei-
chungen sollen allgemein gewihlt werden konnen die Ver-
tauschungsrelationen und

H = W — Diagonalmatrix. (18)
Durch diese Forderung ist offenbar die Giiltigkeit der Frequenz-
bedingung auch fiir die entarteten Systeme gesichert.” Sehr wahrscheinlich
wird dabei auch (von singuliren Fillen abgesehen) die Energie W stets
eindentig bestimmt sein. Dagegen werden die Koordinaten g nicht
eindeutig festgelegt. Man kann sich, wenn man eine Lésung Pr G von
H (p §) = W besitzt, neue Losungen verschaffen durch den Ansatz
pP=S8SpS, }
9=3595

Hpg) =W —=SWS—,

(19)

Damit wird
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und die Forderung W' — W ergibt WS —SW = S 2Lm == 0, also
S = const. (20)
Betrachten wir zuniichst dieses Ergebnis in seiner Bedeutung fiir die
nichtentarteten Systeme. Hier muf nach (20), Kap. 2, die Matrix § eine
Diagonalmatrix werden, und die Gleichungen (19), Kap. 2, bedeuten
P (um) = p () 8, S, |
g (nm) = q (nm) S, Sz, )
wenn wir kurz S, fiir S (n#) schreiben.

Die Unbestimmtheit der Losung, die hlerdurch angezeigt ist, wird
wesentlich herabgemindert durch die Forderung, daf auch die neue
Losung p’ q' eine ,reelle*, durch Hermitesche Matrizen dargestellte
‘Bewegung werden soll; denn das ergibt

(19))

oder
| Sp] = | Snl (21)
Die hier zutage tretende Unbestimmtheit bedeutet also eine Willkiir der
Phasenkonstanten; und zwar erhalten wir hier einen allgemeinen
Beweis der schon in I aufgestellben Vermutung, daf in jedem Problem
tiir jeden Zustand # je eine Phase @, unbestimmt bleibt. Man iibersieht
auch an Hand von (19), in welcher Weise diese Phasen in die Elemente
der Matrizen p, ¢ eingehen. In Teil I wurde weiter vermutet, daf
aufer dieser beschriebenen Phasenwillkiir bei nichtentarteten Systemen
keine Nichteindeutigkeit mehr zu erwarten sei. Nun konnten wir offenbar
bei der Storungsrechnung von Kap. 1, § 4, zu jeder der ,periodischen*
Matrizen S, noch eine konstante Matrix hinzu addieren: Doch bedeutet
das natiirlich nicht, daB in jeder Néherung neue unbestimmt bleibende
Phasen hinzukommen. Man iibersieht leicht, daf durch Ausnutzung dieser
Moglichkeit keine allgemeinere Lisung p, § gefunden werden konnte,
sofern p°% @° von vornherein mit unbestimmten Phasen angenommen war.
Gehen wir nun zu entarteten Systemen fiiber, so konnen wir
aus (20) nicht mehr folgern, daB S eine Diagonalmatrix sei, und es ergibt
sich durch (19) wirklich die Moglichkeit, von p, g wesentlich ver-
schiedene Losungen P, ¢' abzuleiten. Es scheint, daB diese Nicht-
eindeutigkeit in der Natur der Sache liegt. Die entarteten Systeme be-
sitzen offenbar eine Liabilit#t, dank deren durch beliebig kleine
Storungen endliche Anderungen der Koordinaten herbeigetiihrt werden
konnen, und die darin ihren mathematischen Ausdruck findet, daB bei
volliger Abwesenheit von Stsrungen die Losung der dynamischen
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Gleichungen teilweise unbestimmt bleibt. . Natiirlich werden bei jedem
einzelnen wirklichen Atom die fiir die physikalischen Eigenschaften des
Systems, insbesondere die Ubergangswahrscheinlichkeiten maBgebenden
Koordinaten stets durch #uBere Storungen oder darch die Vorgeschichte
des Systems eindeutig festgelegt sein.

Wir wollen nun den Einfluf beliebiger Storungen auf das entartete
System untersuchen. Sei also

H(Pq)_}:iHoﬁ'lHl‘*"lea'{“"'y (22)
und sei p° @° eine beliebige, aber fest gewihlte Lisung des ungestorten
Problems:

Ho Po qo) - Wo- (23)
Der Ansatz
p=Sp S
g=Sg s
mit
S=SU+AS + 2S5+ ), @4)

S1=Q0A—4S,+1S,-.)+4..)85;1, (25)

ergibt dann, wenn wir in /M, H, ... die Argumente p° @° auslassen:
SoH, ST =W, (26)
S$08.Hy S5t — S H, S, 57 + S H, Sot = W, 27
SoSaHy S5t — S H, S, St + S Fa(Hy H Hy; S) S;t=W, 28

SsS-Hy St — S, H, S» S5t
+SoFr(HoH1 Hm 51"51'—-1)58'1 - wr' (29)
Das sind fast wieder die Gleichungen (26), Kap. 1, nur mit dem Unter-
schied, daB auf der linken Seite iiberall vorn mit §; und hinten mit ;2
multipliziert ist. .
Die Gleichung (26), Kap. 2, ist bereits oben erortert worden; es
wird S, (nm) gleich Null auBer fiir verschwindendes v, (n m). Die noch
verbleibende Willkiir in S, mu8 nun nach Méglichkeit ausgenutzt werden,
um die n#chste Gleichung losbar zu machen. Es kann natiirlich nicht
von jeder Losung von ff =— M, also inshesondere auch nicht von der
ausgewihlten p% g° erwartet werden, daf sie den Grenzfall A — 0 der
Losung p, g des Problems (22), Kap. 2, liefert. Die Funktion S, soll
dazu dienen, aus p° g° diejenige Liosung des entarteten Problems her-
zustellen, welche diese verlangte Eigenschaft besitzt.
Die Glei¢hung (27) kann umgeschrieben werden in

Sl Ho_'HoSi +H1 - SO_IWISD' : 30
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Um sje lsbar zu machen, muf S, so bestimmt werden, daB

H, = S7'W, S, (1)
mit einer Diagonalmatrix W, wird. TFiir die gleichzeitige Befriedigung
dieser Gleichung und der durch (26), Kap. 2, gestellten Forderungen kann
hier natiirlich ebensowenig eine allgemeine Anweisung gegeben werden,
wie fiir die Bestimmung der sikuliren Storungen in der klassischen
Theorie. Spiter werden wir aber mit einer neuen, algebraischen Methode
zu. einer einfachen Behandlung einer grofen Klasse von Entartungen ge-
langen (Kap. 3).

Ist (31), Kap. 2, erfiillt, so kann (30), Kap. 2, wie in Kap. 1 gelost
werden. Willkiirlich bleiben dabei diejenigen Glieder S, (nm) von S,,
fur die v, (nm) verschwindet, und diese Unbestimmtheit muf benutzt
werden, um in der ndchsten Naherungsgleichung, die zu

S;H,— H, S, + F, = ST W, S, (32)
umgeschrieben werden kann, die zur Losbarkeit notwendige Beziehung
F,(Hy, H,, Hy; §) = S§7* W, S, (819

mit einer Diagonalmatrix W, zu erfilllen. Die Fortsetzung des Ver-
fahrens ist klar.

Die Schwierigkeit liegt darin, daf man in jeder Niherung Glei-
chungen zu befriedigen hat durch Matrizen, die schon gréfitenteils fest-
gelegt sind, so daf nicht zu tibersehen ist, ob diese Gleichungen wirklich
losbar sein werden. Es besteht jedoch bekanntlich eine ganz ent-
sprechende Schwierigkeit in der klassischen Theorie. Beseitigt werden
diese Schwierigkeiten wenigstens fiir die htheren Niherungen, wenn in
irgend einer Naherung das System nichtentartet wird.

Seien z. B. in
g =q"+AiAqW 4 ...
p=p° +,1p(1) N
PD, g) wirklich bestimmt worden, so daf also mit

Q - qo“}_’lq(l)
P = p°+ip®
gilt: 4
HPQ =W, + AW, +A2H, +3H;+ -,
und sei

vo(rm) + Ay, (nm) 3= 0 fiir n 5= m
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Wenn wir W, + 4 W, kurz mit A bezeichnen und den Ansatz
p=SPS
g=8SQS

machen, so ist

SHi+ 3 Hi+ 33 Hy +--) S = W
zu machen, was nach dem Verfahren von Kap. 1 durch
S=14185,+48,+ -
erzielt werden kann. Die Verallgemeinerung dieser Betrachtungen fiir
den Fall, daf erst mit der r-ten Ngherung ein nicht entartetes System
W=W,+iW,+ --- + Ar W, erreicht wird, ergibt sich von selbst?).
Am Schluf scheint es uns noch wichtig, darauf hinzuweisen, daf die
bekannten Konvergenzschwierigkeiten bei den Reihen der klassischen
Storungstheorie, die in der Diskussion des Dreikérperproblems eine so
groBe Rolle spielen, hier in der quantenmechanischen Stérungstheorie
nicht auftreten; vielmehr diirften hier die im Endlichen verlaufenden
Bahnen im allgemeinen auch periodisch sein.

Kapitel 3. Zusammenhang mit der Theorie der Eigenwerte
Hermitescher Formen.

§ 1. Allgemeine Methode. Im voranstehenden ist die Lisung
der quantentheoretischen Grundgleichungen in moglichst -engem Amnschluff
an die klassische Theorie entwickelt worden. Hinter diesem Formalismus
der Storungstheorie verbirgt sich aber ein sehr einfacher, rein algebraischer
Zusammenhang, und es lohnt sich wohl, diesen ans Licht zu ziehen. Denn
abgesehen von der tieferen Einsicht in die mathematische Struktur der
Theorie gewinnt man dabei auch den Vorteil, die von der Mathématik
vorbereiteten Methoden und Ergebnisse verwerten zu ktnnen. So werden
wir zu einer neuen Definition der Energiekonstanten (, Terme*) gelangen,
die auch im Falle aperiodischer Bewegungen, also kontinuierlich ver-
anderlicher Indizes giiltig bleibt. Hierdurch gewinnt man die Aussicht,
Methoden zur direkten Energieberechnung ohne explizite Losung des Be-
wegungsproblems zu finden, die der Sommerfeldschen Methode der
komplexen Integration in der bisherigen Theorie entsprechen. Sodann
werden wir die Storungen einer grofen Klasse entarteter Systeme voll-
stindig behandeln konnen, was mit den vorher ertrterten Storungs-
methoden noch nicht méglich war.

1) Die analogen Fille der klassischen Mechanik sind von M. Bern und
W. Heisenberg, Ann. d. Phys. 74, 1, 1924, diskutiert worden.



582 M. Born, W. Heisenberg und ‘P. Jordan,

Ist ein Problem von f Freiheitsgraden durch die Energiefunktion
H (p, g) vorgelegt, so kinnen wir zunichst irgend ein System von Ma-
trizen pg gf derart wihlen, daf jedenfalls die Vertauschungsregeln (3),
Kap. 2, erfiillt sind; z B. konnen die py, g, eines Systems ungekoppelter
harmonischer Oszillatoren genommen werden.

Dann kann man, wie oben Kap. 2, § 1, erwihnt, die dynamische Auf-
gabe, d. h. die Bestimmung der py, ¢, auch so formulieren:

Es soll eine Transformation (Pf@y) — (Prqi) gefunden werden,
~welche die Gleichungen (3), Kap. 2, invariant 148t und zugleich die
Energie in eine Diagonalmatrix verwandelt.

Man iibersieht die Transformation von Matrizen am besten, wenn
man sie als Koeffizientensysteme von linearen Transformationen bzw.
bilinearen Formen auffaft. Wir schicken daher einige bekannte Sitze
der Algebra solcher Formen voraus.

Zu jeder Matrix @ = (a(nm)) gehort eine bilineare Form

A@y) = Sa@m)eaym M

zweier Reihen von Variablen #,, @y,... und 3,9, ... Ist die Matrix vom
Hermiteschen Typus, d. h. ist die transponierte Matrix § = (a (mn))
gleich der zur urspriinglichen konjugiert komplexen Matrix:

a — a*, a(mn) —= a*(nm), (2)

so nimmt die Form A4 reelle Werte an, wenn man fiir die Variablen y,
die konjugiert komplexen Werte x, setzt:

A@a*) = > a(nm)z, o (1a)

nm

Es sei an die leicht zu beweisende Rechenregel erinmert:

(ab) = ba. ®)
Wir unterwerfen nun die %, einer linearen Transformation
g, = X v(n)y; €
[

mit der (komplexen) Matrix v = (v (In)).
Dann geht die Form A4 iiber in:
A(za*) = B(yy®) = X b(nm)yayn (8)

mit ’”’”
bnm) = > vmk)a®l)v* (ml),

kt
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oder in Matrizenschreibweise:
b=vav*: (6)
Man sagt, die Matrix p gehe durch die Transformation v aus g hervor.

Die Matrix p ist wieder vom Hermiteschen Typus, denn es gilt
nach (3), Kap. 3,
b= vtav = vca*v = b* Q)
Wir nennen die Matrix y orthogonal, wenn die zugehorige Trans-
formation die Hermitesche Einheitsform

E@a*) = >,
n

invariant 14Bt; nach dem soeben gewonnenen Resultat ist das dann und
nur dann der Fall, wenn
vt =1, oder p*— yp-L ®)
So sind z. B. die in I, § 2, erwihnten Permutationsmatrizen reelle ortho-
gonale Matrizen. ‘
Bei endlicher Variablenzahl ist es bekanntlich immer moglich, eine

Form orthogonal auf eine Summe von Quadraten zu transformieren
[Hauptachsen-Transformation] 1) :

‘ n
Fiir die Matrizen bedeutet das: Es gibt eine Matrix, fiir die
vi*=1 wd vavi=vavi=W (10
wo W == (W, d,,) eine Diagonalmatrix ist.
Bei unendlichen Matrizen gilt in allen bisher untersuchten Fiallen
ein analoger Satz; nur kann es vorkommen, dafl rechter Hand der Index n
auBer einer Reihe diskreter Zahlen auch einen kontinuierlichen Werte-

bereich durchliuft, dem in (9) und in der Transformation (4) ein Integral-
bestandteil entspricht ).

Die GroBen W, heiflen ,Eigenwerte“, ihre Gesamtheit ist das
,mathematische“ Spektrum der Form, bestehend aus ,Punkt¢- und

1) Wir nennen die Koeffizienten der fransformierten Form Wy, weil sie in
der Quantendynamik die Bedeutung der ,Energie“ haben.

%) Die Theorie der quadratischen (bzw. Hermiteschen) Formen von unend-
lich vielen Variablen ist bisher hauptsiichlich nur fir eine besondere Klasse
(»beschrinkte“ Formen) durchgefilhrt worden (D. Hilbert, Grundzige einer all-
gemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen; ¥. Hellinger, Crelles Journ.
136, 1, 1910). Hier handelt es sich aber gerade um nicht beschrinkte Formen.
Trotzdem diirfen wir wohl annehmen, daB die Sitze in der Hauptsache ebenso
lauten.
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»Strecken“-Spektrum. Dieses ist, wie wir sehen werden, mit dem ,Term-
spektrum* der Physik identisch, wahrend das ,Frequenzspektrum® durch
Differenzbildung daraus entsteht.

Diese Hauptachsen-Transformation liefert uns nun unmittelbar die
Lisung unseres dynamischen Problems: es sollte eine solche Transfor-
mation (p°q°) - (P @) gefunden werden, welche die Gleichungen (3),
Kap. 2, invariant 146t und zugleich die Energie in eine Diagonalmatrix
iiberfithrt.

Denn nach dem obigen Satze der Algebra gibt es eine orthogonale
Matrix S, fir die also '
‘ §§5+=1 &S=1 (11)
ist, von der Art, daf durch die Transformation

P = SpiS* = SpLS, }

g = Sqi5* = Sqi 5
1. der Hermifesche Charakter von py, g7 auch fiir die py, g erhalten
bleibt, 2. die Gleichungen (3), Kap. 2, invariant sind, 3. die Energie in
eine Diagonalmatrix

Hpq =SHP'¢)S'=W (18)

iibergefithrt wird.

(12)

Wir wollen die Frage der Eindeutigkeit dieser Lisung diskutieren,
vor allem, ob nicht durch eine andere orthogonale Transformation 7T
andere Energiewerte erzeugt werden kionner. Angenommen, es wire

THP QT =W
eine von W verschiedene Diagonalmatrix. Dann hitte man
TS ISHS'ST ' =TS WTSH},
und unsere Frage bedeutet, ob es moglich ist, aus einer Diagonalmatrix Y/
eine andere W' durch
W=MWM', MM =1 (14
zu bilden, derart, da W' nicht durch Permutation der Diagonalglieder
aus W zu erhalfen ist.
Die Gleichung (14), Kap. 3, aber 136t sich schreiben

WM-—-MW=0,
M(nm) (W, — W,) = 0. (14a)
Aus der Orthogonalitit von M folgt fiir m == n insbesondere

SIM@mB)? =1, = () = 1

k

und bedeutet daher
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folglich konnen bei festem » weder alle M(nk) noch alle M (kn) ver-
schwinden. Dann ergibt aber (14a), Kap. 3, da es zu jedem » sicherlich
ein m gibt, fir das Wy, = W,, ist, d. h. alle W, kommen unter den W,
vor. Und ebenso folgt auch das Umgekehrte.

Daher fithren alle aus dem Ansatz (12), Kap. 3, (bei bestimmten p, ¢3)
ableitbaren Losungen auf dieselben Werte fiir die Energien der statio-
niren Zustinde im Einklang mit der in Kap. 2 ausgesprochenen Ver-
mutung, daB die vorkommenden Energien durch die dymamischen Grund-
gleichungen stets eindeutig bestimmt sind.

Entartete Systeme werden dadurch charakterisiert sein, daB mehr-
fache Eigenwerte vorkommen. Die Mehrfachheit des Eigenwertes W,
d. h. die Anzahl der linear unabhingigen Losungen v (In) der Gleichung (4),
Kap. 3, wird das statistische Gewicht des betreffenden Zustandes angeben.

Die Wichtigkeit der Gleichung (9), Kap. 3, fiir unsere physikalische
Theorie beruht darauf, daf es in der Algebra endlicher oder beschrinkter
unendlicher Formen verschiedene Methoden ) gibt, die Eigenwerte einer
Form zu bestimmen, ohne die Transformation wirklich darchzufiihren.
Map kann hoffen, daf solche Methoden bei der spiteren Behandlung be-
stimmter physikalischer Systeme gute Dienste leisten werden.

§ 2. Anwendung auf die Storungstheorie. Im Jolgenden
wollen wir zeigen, dal die hier dargelegte algebraische Auffassung des
dynamischen Problems nicht nur zu genau den Formeln fithrt, die frither
Kap. 1, § 4, im Anschlub an die Stérungstheorie der klassischen Mechanik
abgeleitet worden sind, sondern daf sie bei der Behandlung entarteter
Systeme der bisherigen Theorie noch erheblich iiberlegen ist.

‘Wir nehmen also wieder an, ff habe die Form
H=H,+iH, + 2H,+ --,

wo das durch H, bestimmte dynamische Problem die Losung pf, g¢ hat.
Diese GroBen nehmen wir als die Ausgangskoordinaten, aus denen durch
eine orthogohale Transformation S die py, ¢ zu finden sind. Die voraus-
gesetzte Form von Hf bedeutet natiirlich grundsitzlich keine Beschriin-
kung der Allgemeinheit, insofern man ja von Hf stets einen Anteil M
von beliebiger, gewiinschter Form abtrennen kann; nur wird die

1) Bei endlichen Formen sind die Eigenwerte die Wurzeln einer algebraischen
Gleichung. Hier und auch bei beschrinkten unendlichen Matrizen kann man sie
z. B. nach dem Verfahren von Graeffe und Bernoulli bestimmen; siehe etwa
C.Courant und D.Hilbert, Methoden der mathematischen Physik I, § 3, S. 14, 15.
Berlin, Springer, 1924.
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Konvergenz der Potenzreihe nach 4 wesentlich von der geschickten Wahl
von /, abhingen.
Unm die Hermitesche Form

*
2 H,p, o %, 03

mn
auf ihre Hauptachsen zu transformieren, kann man bekanntlich so verfahren:
Man suche die linearen Gleichungen

W, — S HEDw — 0 (18)

1
zu losen; das ist nur moglich fir gewisse Werte des Parameters W,
nimlich. W == W,, wo W, wieder die Eigenwerte (Energiewerte) be-
deuten. Wir nehmen zunichst an, daf keine Entartung vorliegt, also

alle W, verschieden sind. Dann gehort zu jedem W, eine bis auf einen
Faktor bestimmte Losung x; — #;,; es gelten also die Identititen

Wa e — 2 H (k1) 2, = 0,
4
l

Multipliziert, man die erste mit «f,, die zweite mit x;, und summiert
tiber %, so folgt durch Subtraktion wegen des Hermiteschen Charakters
von H:

%
Durch geeignete Wahl des Proportionalititsfaktors kann man es ferner
erreichen, daf
Zxknxltn =1
P
ist. Folglich bilden die m, eine orthogonale Matrix
S - (wkn)

Diese ist es gerade, welche die gegebene Form auf eine Quadratsumme
transformiert; denn setzt man

Ty = zmkn Yn
n

in die Form ein, so erhilt man
SH @)z af = 23 >3 H (D) @ 3 Y Yo
kl kl mn

mn 1

= > WY e
m
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Nach unserer Voraussetzung haben nun die Koeffizienten der (Glei-
chungen (13), Kap. 3, die Form:

H(bl) = 80 WP + AH, (b1) + 22 H, (D) + - -
Daher suchen wir die Losung von (18), Kap. 3, durch Entwicklungen
der Form: W= W'+ A WD L 12We ... |
o= af + AadD + 222Q +... |
zu gewinnen. Setzen wir das in (13), Kap. 8, ein, so bekommen wir die
Naherungsgleichungen :

a) af (W° — WP = 0,

(16)

b) &) (WO — W) = — a2 WO + > HO (k1) z7,
11
) a2 (WO — W) = — (aft) WO - af9) W) 4

+ ; (HO ®l D + HO (k1) ).
Aus (17a), Kap. 3, folgt, daf W gleich einem der W) werden muf;
denn sonst wiirden alle & verschwinden, und dann wiirde man aus den
folgenden Niherungsgleichungen auch das Verschwinden von ], 2.
der Reijhe nach erschlieBen konnen. ,
Nehmen wir nun das Ausgangssystem als nicht entartet, also alle
W als verschieden an, so lautet die Losung von (17 a), Kap. 3:
W= W3 z3,=1y9d; op, =0 fir & £ ». (18)
Dabei ist y, eine beliebige Zahl.
Setzen wir das in (17b), Kap. 3, ein, so hat man, je nachdem ¥ — »
oder &k == » ist: :
= ¥n(— WO+ HO (nm)),
o) (W — W) = HO(kn)ya, k= n.
Die Loésung lautet also:
HO (kn)

WO = HO )i o) =y o = — L
0

¥y fir k£ n, (19)
wo ¥ wiederum eine beliebige Zahl ist.
Nunmehr folgt ebenso aus (17¢), Kap. 3:

1« HO W) HO
W@ — H(Z)(nn)—ﬁ 2 (’n )H (n)

1 » vo(ln) ’
2 =
@ _ <1 THOEYHD (An)  HO (mw) HD (kn) (20)
“in TABR Ty (knywg (im)  Ww, (km)?

HOGy 0 HO G
hvy(kn) hv,(kn) °™
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Ebenso leicht gewinnt man die Losung der dritten Niherung; wir
geben nur den Energiewert-an:

WO = HO® (nn) — % ? HMO(n) H(Z)(M,), —Z :)z(z) (n?) HO (In)
0

1 y HO(nl)y HO A k) HD (kn) (HD (nl) HD (I n)
(B OO )
© M

Die vorldufig willkiirlichen GroBen y,,", y,’, ... dienen d_azu, die Losung
zu normieren (orthogonal ist sie von selbst); die Bedingung

! *
% LgnZgn = 1

liefert fiir
Tun = i + Aafy + Aol 4 -+

2 Trn mkn ==

2 (xlm e + m;cl')z wkn =0

...............

die Gleichungen: .

Setzt man hier die eben gefundene Losung ein, so folgt der Reihe nach
|gof = 1
Yt 4 Yn Y = 0

Setzen wir nun

ngp) ;/p) e'iq’n (P), (2 1)
so erhalten wir:
al =1
2 ag,l) cos (q;,? —_ q;g)) =0 22)

........................

2a® cos () — q)%r)) = F® (a(r_l), (p(r—l), .. )

Man kann also die Phasenkonstanten (pn, q;,(,l), ... beliebig wihlen; dann
sind die ag, a,(1 ), ... sukzessive berechenbar und eindeutig bestimmt. Das

steht in Ubereinstimmung mit unserem frither (§ 3) gefundenen Resultat,
daB die Phasen der Diagonalglieder von S unbestimmt bleiben.

Setzt man die gefundenen Werte @) = 1,... in (21) Kap. 3 und
dies in (18), (19), (20), Kap. 3, ein, so sieht man, daB das frither durch-
gefithrte ,Storungsverfahren gerade die Losung geliefert  hat, bei der
die Phasen q)(p ) verschwinden, also die Diagonalglieder von S reell sind.
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Wir betrachten nun den Fall, daf das Ausgangssystem entartet ist,
und zwar sei W,? ein r-facher Eigenwert; das bedentet, die Gleichung (174),
Kap. 3, hat die Losung

W= Wn; w?’m - yl?m 1’2,1&-}-1 = Y0

x?z,n-i»r—l — ?/r(,)n'l (23)
By =0 firk Emn+t+1,...,04+r—1
Dann verschwindet die linke Seite von (17b), Kap. 3, fiir
k=mnn+1...,04+r—1;
das liefert (v) Gleichungen:
r
Wr(l)?/l?n—' SH(I)(’” + &k n l)?/l[')n =0 k=12..,r (29
l=r
deren Koeffizientenschema wieder vom Hermiteschen Typus ist.

Setzt man die Determinante gleich Null, so erhilt man eine Sikular-
gleichung vom r-ten Grade fiir W(: »

Det. (WM&, — HD (n 4k n + 1)) = 0, (25)
deren Wurzeln sicherlich reell sind. Zu jeder Wurzel gehdren eine oder
mehrere unabhingige Losungen der Gleichungen (24), Kap. 3.

Wihlt man eine solche Losung aus, so kann man fiir diese das
Niherungsverfahren fortsetzen; doch soll das hier nicht weiter ausgefiihrt
werden.

Es geniigt uns, eingesehen zu haben, daf man mit unserer algebrai-
schen Methode alle Entartungen von endlicher Vielfachheit beherrscht,
d. h. sie auf die Losung von algebraischen Gleichungen zuriickfiihren
kann. Wenn z B. jeder Eigenwert zweifach ist, also zu jedem eine ver-
schwindende Frequenz v, (nm) gehort, so filhrt das Storungsproblem auf
eine quadratische Gleichung

WO — HD(n,n) — HOm,n 4 1)

—HO@m +1,0) WO —-HO@m L+ 1L,a+1)]
Dieser Fall liegt vor, wenn zwei urspriinglich gleiche, nicht entartete
Systeme (wobei alle Frequenzen eines einzelnen Systems verschieden sein
sollen) durch irgendwelche Krifte gekoppelt werden.

Eine interessante Bedeutung hat ferner die Orthogonalitétsrelation

bei entarteten Systemen. Wegen (23) geht diese Relation itber in
r
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Hieraus folgt, wenn m irgend eine Zahl der Reihen,n + 1,... % 4+ r — 1,
und % irgend eine Zahl auBerhalb dieser Reihe bedeutet, daf die Summen

nt+r—1
X " mkyp*® (mk),
m=n

n+r—1 .

> o (k)" (mh)

m=mn
auch bei Entartung eindeutig bestimmt sind, d. h. daB diese Summien
gegen die Transformationen, die mach (19), Kap. 2, bei Entartung aus
gewissen Losungen p, g neue, davon wesentlich verschiedene Lﬁsﬁngen
p'q hervorgehen lassen, invariant sind. Dieses Ergebnis gibt eine
mathematische Darstellung der sogenannten spektroskopischen Stabilitit,
die in den neueren Theorien iiber die Feinstrukturintensititen (vgl.
Kap. 4) eine wichtige Rolle gespielt hat.

§ 3. Kontinuierliche Spektra. Das gleichzeitige Auftreten von
kontinuierlichen Spektra und Linienspektra als Losungen derselben Be-
wegungsgleichungen und derselben Vertauschungsrelationen schien uns
ein besondérs wesentlicher Zug der neuen Theorie. Trotz dieses engen
Zusammenhangs beider Arten ven Spektra bestehen aber zwischen den
kontinuierlichen und den diskreten Spektra matheratisch wie physikalisch
charakteristische Unterschiede, entsprechend dem Unterschied zwischen
Fourierreihe und Fourierintegral in der klassischen Theorie; es erscheint
uns déshalb notwendig, auch die Behandlung der kontinuierlichen Spektra
hier in groben Umrissen darzustellen. Die mathematische Theorie der
bei unendlichen quadratischen Formen auftretenden Streckenspektra -ist
im Anschluf an die grundlegenden Untersuchungen von Hilbert ausfithr-
lich entwickelt worden von Hellinger (L c.) fiir den Fall beschrankter
quadratischer Formen. Wenn wir uns hier erlauben, die Ergebnisse
Hellingers auf die bel uns auftretenden unbeschréinkten Formen zu
iibertragen, so scheint uns dies deshalb berechtigt, weil die Methoden
Hellingers offenbar vollstindig dem physikalischen Sinne des gestellten
Problems entsprechen.

Betrachten wir zundchst kurz das klassische Analogon uuseres
Problems, die aperiodische Bewegung und ihr Fourierintegral. Wihrend
in einer Fourierreihe zu einer Schwingung e27¢¥¢ stets eine gewisse Am-
plitude a(v) gehort, tritt beim Fourierintegral an Stelle von a (v) eine
GroBe der Form ¢ (v) dv, wo man ¢ (v) gewissermalen als Amplituden-
dichte pro Frequenzintervall dv bezeichnen kann. In shnlicher Weise
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kann man, was physikalisch unmittelbar einleuchtet, alle GréBen, wie
Intensitit, Polarisation usw., stets pur auf einen Frequenzbereich dv
zwischen v und v + dv beziehen, nicht aber auf eine bestimmte Frequenz
selbst. Ganz ihnliche Verhiltnisse werden wir auch in der Quanten-
mechanik zu erwarten haben. An Stelle der Griofen g (k1) werden Griofien
der Form g(k, W) dW bzw. g(W, W)d Wd W’ treten, je nachdem der
eine der beiden Indizes oder beide im kontinuierlichen Gebiet liegen. Ja,
an Stelle der Energie W selbst wird eine ,Gesamtenergie“ pro Intervall
d W treten miissen, da ja im kontinuierlichen Gebiet die Wahrscheinlich-
keit, daB das Afom eine ganz bestimmte Energie W hat, Null ist. Um
iiber diese Fragen Klarheit zu schaffen, werden wir im folgenden die
mathematische Theorie nach Hellinger kurz skizzieren.

Bei unendlichen quadratischen Formen kann der Fall eintreten, daB

die Form 2 H (mn) w5
mn

nicht durch eine orthogonale Substitution in die Gestalt > W, y, »* iiber-

n
gefiilhrt werden kann. Dann diirfen wir in Analogie zu den Ergebnissen
bei beschrinkten Formen annehmen, daB es eine Darstellung mit kon-
tinuierlichem Spektrum

S Hmn)ana} = 2 Wapnsi + [ W@y (@u* @ dg  (26)

gibt, bei der die urspriinglichen Variablen durch eine ,orthogonale Trans-
formation“ mit neuen Variablen y (#), ¥ (p) zusammenhingen; nur muf
man genauer auseinandersetzen, was man hier unter einer orthogonalen
Transformation versteht.

Betrachten wir wieder die linearen Gleichungen (15), Kap. 3,

W, — > HE ) % = 0, @27
1

so wird der betrachtete Fall eines Integralbestandteils in (26), Kap. 3,
dann eintreten, wenn es nicht nur diskrete Werte W, gibt, fiir die diese
Gleichungen losbar sind, sondern auch ein Kontinuum solcher Werte,
eine oder mehrere ,Strecken“ der W-Achse (Streckenspektrum). Fiir
irgend einen Punkt W dieses Kontinuums existiert eine Losung xz; (W)
(oder mehrere, was wir der Einfachheit halber ausschlieflen wollen); fiir
zwei soleche W-Werte, W und W", gelten also die Gleichungen:
Wz (W) — S H(E) 2 (W) = 0,
! (28)
W st (W) — 2 H* (k) af (W) = 0,
1

41%*
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aus denen man, wie oben, schlieft
(W — W) kExk(W') ap (W = 0. (29)

Versucht man zu diesen Orthogonalititsrelationen die Normierungs-

bedingung
Slanp=1

hinzuzufiigen, so sieht man, daf die Funktion der zwei Verénderlichen
Ek (W) 2 (W)

unstetig in einem schlimmen Sinne wire, wenn sie itberhaupt existierte.
Tatstchlich konvergiert die betrachtete Summe nicht, stellt also auch
keine Funktion dar.

Daher ist eine andere Art der Normierung notwendig. Nach Hel-
linger setzt man

Sifa (MWt = g(W). (30)

Die Reihe auf der linken Seite ist im allgemeinen konvergent und
stellt eine monotone Funktion ¢ (W) dar, die mit gewissen Einschrin-
kungen willkiirlich gewihlt werden kann, da ja die 2, (W) nur bis auf
einen von k unabhingigen Faktor bestimmt sind. Awuf die physikalische
Bedeutung dieser Funktion ¢ (W), durch welche die Losungen (W)
festgelegt werden, werden. wir spiiter eingehen. Hellinger nennt ¢ (W)
die ,Basisfunktion“ und zeigt, da8 sich die Orthogonalititsbedingungen
in folgende Form bringen lassen: Es seien 4, und 4, irgend zwei Inter-
valle des Streckenspektrums und 4,, das ihnen gemeinsame Teilstiick
(das auch fehlen kann); dann gilt: '

S (W) AW [z (W) aW" = [dg (W)
kE 4 A d1a 31
=g (W@ - o) (W,
wo W®), W® die Endpunkte von ,, sind. Rechts steht also Null,
wenn die Strecken 4, 4, sich nicht iiberdecken.

Denkt man sich die Intervalle A,, A4,, 4,, sehr klein, so kann man
symbolisch schreiben

%mk(W’)dW’.mk(W”)d W' = do (W) (32)
Diese Beziehung legf den Gedanken nahe, allgemein mit den Gréfien

2, (W)d W als ,Differentiallssungen* von (27), Kap. 3, zu operieren,
wobei man nur zu beachten hat, daB die betreffenden Gleichungen stets
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im Sinne von (31), Kap. 3, zu interpretieren sind; diese Differential-
16sungen sind dann in gewdhnlicher Weise orthogonal, aber mnicht
auf 1, sondern auf das Differential der Basisfunktion ¢ (W) normiert.

Die Gesamtheit der diskreten Werte x;, und der in einem Index
diskret, im anderen kontinuierlich verteilten wx; (W) bildet die Elemente
der ,orthogonalen“ Matrix:

S = @n w(W)A W),

die man schematisch so darstellen kann:

IRVl

Die Orthogonalitits- und Normalisierungsgleichungen fiir die ganze Matrix
zerfallen in vier verschiedene Typen:

Ekaﬁn - Omn;

k

;”knﬁ(de: 0; Ekwk(W)dW.x}fnzo; (34)
S (WHAW' zt (WHAW' = dg.

P

Man kann aber auch die Orthogonalititsrelationen fiir die Kolonnen
anschreiben; diese lauten:

AdW. .ot (W)dw
St [V

d
— St + | Lramaron =0 @)

wo @' = j—;’;f gesetzt ist.
Mit Hilfe dieser Matrix hat man die Variablen x, in neue y,, y(p)do

zu transformieren; man setze:
k

(36)
y(p)de = Eklwk(W)d W. .
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Dann ergibt eine einfache Rechnung:
S st + [ W@y @0 @ dp = SHEaat.  37)
n

Damit ist die Hauptachsentransformation ausgefiihrt.

Untersuchen wir nun weiter, welche Darstellung der Koordinaten-
und Impulsmatrizen man mit Hilfe dieser orthogonalen Transformation -
erhilt, d. h. was die Gleichungen

=5p, 57!
9—Sa.51] (%)
oder allgemein ‘ v
fPq) = Sf(pyg)S! (39)

hier bedeuten. Wir finden z. B. fiir p vier Typen von Elementen:
P (mn) = %wlfmp"'(’ﬂ’) Ly
2 m WYdW = X atnp® (D2 (W)dW,
kl

40
p(W,n)dW = > af (W)dW.p° (k1) %, (40)
kl

p(W, WHYAW' AW" = > af (WA W' p°(kl)a, (W'Y d W".
ki

In shnlicher Weise werden allgemein entsprechend unserer frither aus-
gesprochenen Erwartung an Stelle der Amplituden p (m#n) im Falle eines
kontinuierlich ver#inderlichen Index ,Amplitudendichtent p(m W)d W
treten, die sich auf ein Intervall d W beziehen. Dabei ist es aber nicht
notwendig, als den kontinuierlich verinderlichen Index eben die Energie
zu nehmen. Man konnte statt der Energie z. B. die GroBe ¢ (W) ein-

fiihren. An Stelle von p (m W) d W wiirde dann p (mq) C;—VV d @ treten.
?

Schlieflich wird die Energie W, im kontinuierlichen Falle ersetzt durch
die Grofle W(gp)de. An Stelle der Energie des einzelnen Atoms tritt
also eine Art Gesamtenergie pro Intervall d W. Daher bedeutet d g im
wesentlichen die Anzahl der Atome, deren Energie zwischen W und
W + d W liegt oder die a priori-Wahrscheinlichkeit dafiir, daf die Energie
des Atoms zwischen W und W 4+ d W liegt. Hier erkennen wir den
Unterschied zwischen den Féllen der diskreten stationsiren Zustinde
einerseits und der kontinuierlichen Zustandsmannigfaltigkeiten anderer-
seits am deutlichsten und wir sehen einen einfachen Zusammerhang des
Problems der statistischen Gewichte mit der Frage nach der Normierung
der Liosung von (27), Kap. 3. Im Falle diskreter Zustéinde machen wir
bei picht mehrfachen Eigenwerten den einfachen physikalischen Ansatz,
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daf jeder Zustand das statistische Gewicht 1 haben soll. Dem entspricht
es, dal wir eine Normierung der #;, auf Grund der Forderung

*
2 B = 1
k

durchfithrten. Im Falle kontinuierlicher Zustandsmannigfaltigkeiten war
eine so einfache Festlegung der a priori-Wahrscheinlichkeiten nicht még-
lich, zu ihrer Bestimmung und damit auch zur Bestimmung der Funktion ¢
sind eingehendere Untersuchungen des betreffenden Problems notwendig.
Daher diirfte sich auch der Zusammenhang der Ubergangswahrscheinlich-
keiten mit den Amplituden im Falle kontinuierlicher Spektra etwas ver-
wickelter gestalten, als bei den Linienspektra.

Die durch (40), Kap. 3, und entsprechende Formen dargestellten
Matrizen von p, ¢ oder f(p,q) lassen sich allgemein durch nebenstehen-
des Schema anschaulich machen: Die
physikalische Bedeutung dieses Schemas /- - - - -
leuchtet ein. f U

Es gibt vier Arten von , Ubergéingen“, [ v. . ...
die etwa ein einfaches Analogon bilden zu w’
den in der bisherigen Theorie des Wasser-
stoffatoms postulierten , Ubergéingen® :. /%
1. von Ellipse zu Ellipse, 2. von Ellipse
zu Hyperbel, 8. von Hyperbel zu Ellipse, 4. von Hyperbel zu Hypefbel.

Gegen die Formeln (38) und (40), Kap. 3, kann noch eingewendet
werden, dag die unendlichen Summen der rechten Seite sicher in ‘manchen

Fillen nicht konvergieren, also auch keine Funktion darstellen, da ja auch
in der klassischen Theorie eine Darstellung einer Funktion £(p, q) durch
Fourierintegrale manchmal nicht miglich ist, z. B. dann nicht, wenn die
betreffenden Funktionen f fiir grofe Zeiten linear mit der Zeit anwachsen
(wasim allgemeinen fiir die Koordinate der Fall sein wird). Auf diesen Ein-
wand kann man aber erwidern, da die beobachtbaren Wirkungen des Atoms
(wie die Strahlung, die Kraft auf ein anderes Atom usw.) im allgemeinen
nicht zu dieser Art von Funktionen gehtren, daf also die ihmen entsprechen-
den Summen vom Typus der Formeln (40), Kap. 3, konvergieren diirften.

Kapitel 4 Physikalische Anwendungen der Theorie.

§ 1. Sutze iber Impuls und Drehimpuls; Intensitits-
formeln und Auswahlregeln. Als Anwendung der allgemeinen
Theorie, wie sie im vorangehenden begriindet wurde, sollen nun die be-
kannten Tatsachen beztiglich der ,Quantelung“ des Drehimpulses und
einige damit zusammenhidngende GesetzmiBigkeiten abgeleitet werden.



596 M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan,

Wir werden dabei zugleich einige charakteristische Beispiele fiir die
Integration der quantenmechanischen Bewegungsgleichungen kennen-
lernen. Die frither besprochenen Storungsmethoden konnen natiirlich erst
dann erfolgreich angewandt werden, wenn eine Reihe besonders einfacher
Beispiele, welche als ungesttrte Systeme /f, gewihlt werden konnen, auf
andere Weise integriert worden sind. Die quantenmechanischen  Be-
wegungsgleichungen, wie sie aus der Komponentenzerlegung der Matrizen-
gleichungen entspringen, bieten nun die besondere Schwierigkeit, daf
— abgesehen vom Beispiel des harmonischen Oszillators — in jeder
einzelnen ‘Gleichung bereits unendlich viele Unbekannte auftreten. Ein
im folgenden mehrfach gebrauchtes und wie es scheint, sehr hiutig an-
wendbares Verfahren, diese Schwierigkeit zu iiberwinden, besteht im
folgenden. Man sucht zuntichst in Amnalogie zur klassischen Theorie
Integrale der Bewegungsgleichungen, also Funktionen A (p, ), welche
auf Grund der Bewegungsgleichungen und der Vertauschungsregeln zeit-
lich konstant sind und daher bei nichtentarteten periodischen Systemen
Diagonalmatrizen werden. Ist nun @ (p, g) irgend eine Funktion, so
kann die Differenz

PA—Ap =1y
vermittelst der Vertauschungsregeln berechnet werden; wenn A eine Dia-
gonalmatrix ist, ergibt sich ein System von Gleichungen, die nur je end-
lich viele Unbekannte, n#mlich je eine einzige Komponente der Matrizen
@ und o (und je zwei Diagonalglieder von A) enthalten.
Ist in kartesischen Koordinaten H — H'(p) + H'(q) — worin

also auch die relativistische Mechanik enthalten ist —, so ist sofort zu
sehen, daf die Komponenten des Drehimpulses N :
Jiks

Mx = kgl (Pkquz_ qkypkz)7

1l

My = kgl (pkzqkm—' qkzpk:c); (1)
i3

M = kzl(Pkm‘iky ~ GrzPry)

unter den gleichen allgemeinen Bedingungen konstant werden, wie in der
klassischen Theorie. Denn es ergibt sich fiir die zeitliche Ableitung etwa
von M, eine Summe

M= @@ +v(p),

und wegen der Vertauschbarkeit aller p untereinander und aller ¢ unter-
einander verschwinden ¢, 1, unter denselben Bedingungen wie klassisch.
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Die gleiche Bemerkung ist anzuwenden auf den Translationsimpuls

fls fl3
p= 2P dh po= > Prm-.o )
k=1 k=1

der ebenfalls konstant wird. Also gilt anch der Schwerpunktsatz, wie
in der klassischen Theorie.

Wir merken hier sogleich eine spéter zu benutzende Formel an, die
aus den Vertauschungsrelationen (3), Kap. 2, abzuleiten ist. Es wird:

MM, —MM, = > {(Pry Fre— ey Prz) Pz Qo — Fi2Piz)

kl
- (pkz qu - qkzpka;) (Plyqlz - quplz)}’
= % {Pry Gz (GezPrz— Pi:Gre)

—l’ qkypla: (sz qlz - qlzpkz):

h
= 9 ; (PrzGry — GrzPry)
also MM, — MM, = M, <5 = 2{:7) 3)

Man sieht iibrigens aus dieser Formel unmittelbar, daf der Flichensatz
wie in der klassischen Theorie stets fiir htchstens eine oder fiir alle drei
Achsen gilt.

Fir das Folgende wollen wir annehmen, daB das uns vorliegende
Problem bei Behandlung nach den im vorigen Kapitel entwickelten
Methoden zu diskreten Energiewerten (Punktspektrum) fithrt., Ist

dann M, = O bei einem nichtentarteten System — dies wird z. B.
der Fall sein, wenu Kriafte mit Symmetrie um die z-Achse auf das
Atom wirken —, so muf M, eine Diagonalmatrix werden; die

einzelnen Diagonalglieder sind als Drehmomente des Atoms um die
g-Achse fiir die einzelnen Zustinde des Atoms anzusehen. Zur Unter-
suchung der Elektronenbewegungen in diesem Falle beachten wir zunichst,

daB aus (1), Kap. 4, q.M.—M.q;, = 0 “)
folgt, was wegen M, (nm) = 0, M,, bedeutet:
g1 (nm) Moy — M) = 0. (5)

Man sieht: Bei einem Quantensprung, bei dém sich das Dreh-
moment M, dndert, liegt die ,Schwingungsebene“der erzeugten
,Kugelwelle® senkrecht zur z-Achse. Weiter wird

qlez - qulx = —&qy, } (6)
quMz_quly - quxy
also qrz (nm) (M, p, — am) == — & 1y (nm), 1 (7)
sz("m) My — Myy) = EQlZ('nm)'
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Bei Spriingen ohne Anderung von M, ist das ausgestrahlte
Licht parallel der ¢-Achse linear polarisiert. Aus (7), Kap. 4,

folgt weiter
g

[
{(Mz’n—" zm)2_4—’zﬂ} Qy(nm) = 0; 5 =ua,y. (8)
Man schliefit endlich: Bei jedem Quantensprung #ndert sich M,,

um 0 oder um j—_%- Dasimletzteren Falleausgestrahlte Licht

ist nach (7), Kap. 4, zirkular polarisiert. ‘Nach dem obigen Er-
gebnis betreffs der moglichen Anderungen von M, kann M,, dargestellt
werden in der Form

3
M=o +0)ym=-o =2, —1,0 1, 2. (9

Gibe es Zustinde, derem Drehmoment nicht in diese Reihe paBt, so
kionnten zwischen diesen und den in (9), Kap. 4, gegebenen keine Uber-
ginge und keinerlei Wechselwirkung eintreten. Man kamnn (9), Kap. 4,
zum Anlaf nebhmen, um eine Spaltung von » in zwei Komponenten durch-
zufithren, von denen die eine die in (9), Kap. 4, eingefithrte Zahl n, ist,
wihrend die andere n, die verschiedenen # mit gleichem %, abzihlt.
Unsere Matrizen werden dann vierdimensional, und die gewonnenen Er-
gebnisse beztiglich der Elektronenbewegungen lassen sich so zusammen-

fassen: G (VM) = 0 . my D1z (VM) (10)

iz (nm) = 81, [ ny—my | D1z (nm), }
iy (nm) == 61, | ng—my | iy (”m)r

Gz (B Mg; 1, my) Fiqy (ny, ng; m, 11, m) = 0. (10")

(10

Aus (4), Kap. 4, und (6), Kap. 4, folgt ferner, wemn q7 = q,
= q?, + qi, + qi. gesetzt wird:
giM.—M.q} = 0. (11)
Diese Beziehung bedeutet, daB g7 in bezug auf die ,Quantenzahl® n
eine Diagonalmatrix ist.
Die Relationen (4) bis (7), Kap. 4, und (10), (11), Kap. 4, sind auch
dann richtig, wenn wir fir ¢y,, Gy, qi, einsetzen:
Pz Py Pi: oder auch M:u Mw Mz-
Also gilt insbesondere
M:B (nm) == a;, |111—m1 [ ‘M-x (nm); M‘![(nm) - 61, |n1-—m1 l My (nm)7
. (12)
M, (ny, ny; m+ 1, my) FiMy, (0, ny; my+1, mg) = 0. .
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Ferner ist [vgl. Gleichung (1), Kap. 4] M2 =M*=M? + M, + M}

in bezug anf », eine Diagonalmatrix; denn es gilt
MM, —MM =0. (13)

Fiir ein System, in welchem alle drei Flichensitze gelten, kénnen
die konstanten Komponenten von YR gewil nicht simtlich Diagonal-
matrizen sein. Denn sonst wiren auf jede dieser Komponenten die oben
fiir M, — Diagonalmatrix ausgefithrten Betrachtungen anzuwenden, was
zu Widerspriichen fithren wiirde. Ein solches System ist also notwendig
entartet.

Wir wollen nun ein System H = H, + AH, + --- von folgender
Art betrachten: Fiir 4 — O sollen alle drei Flichenstitze gelten.
Fiir 4 5= 0 soll das System nichtentartet sein; dabei soll die
Konstanz von M, bestehen bleiben. Die Energie H, hingt
nicht von n, ab. Die Ergebnisse, die bei dieser Untersuchung fiir
4 7= 0 gewonnen werden, konnen zum Teil auch auf das entarfete
System /), iibertragen werden, nidmlich soweif, als sie unabhingig
sind erstens von A und zweitens von der ausgezeichneten
Richtung 2.

Die vorausgesetzte Entartung des Systems fiir A — 0 wird dadurch

ausgedriickt, daf M,, M, i (M?) keine Glieder mit der nullten Potenz

von. A enthalten. Es wird also
”o(nm)Mn(”m) = 0, n=2 1/;}
v, (nm) M* (nm) = 0. ,
Da W, von der friiher eingefiihrten Quantenzahl #, unabhingig ist,
also v, (n,, ny; my, ny) = 0, wihrend stets v, (n;, ny; m;, m,) =£ O fir
ny = iy ist, so folgt aus (14), Kap. 4:
M";) (nm) == anz ’InzM‘l’]O (M'm)’ }
» b/ (nm) = Snzsz"g (nm).
Das Quadrat des Gesamtimpulses M st wegen (13), (15), Kap. 4, eine
Diagonalmatrix. Die Doppelsumme, welche ein Element der Mafrix
M7, M} darstellt, zieht sich in eine einfache Summe zusammen:

2 M, (nyny; Ky ky) Myo (k) kg5 mymy) J

(14)

(1%)

ky ko

(16)
- a'nzmz ; Ma? (n1 g3 kl nz) Mﬂ? (kl Ay ; ml ”2)’
Vi

die wegen der endlichen Anzahl der bei festem =, moglichen n, (die
Glieder von M* — M2 + M;z + M2 ~> M. hingen nicht von n, ab)
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nur eine endliche Anzabl von Summanden enthilt. Wir konnen in (3),
Kap. 4, angewandt fiir M7, M, M., jeweils die zu einem bestimmten n,
gehorigen Gleichungen nach n, summieren und erhalten bei festem n,?):

h
2 (1 mg; myng) = X m, + C) 5= = 0. (17)
L ny

Wenn wir noch beachten, daf nach (12), Kap. 4, und (16), Kap. 4, die

Summe (17), Kap. 4, fir jede einzelne liickenlose Reihe der %, ver-

schwindet, so folgt, daf die bei festem n, miglichen Werte von #n, 4 C

eine liickenlose Reihe bilden und symmetriseh zu Null liegen, also

notwendig entweder ganze Zahlen oder ,halbe Zahlen¢, d. h. Zahlen
3 1 3

der Reihe «.. — 3, — 1 1 3 .., sein miissen. Fithren wir nachtriglich
3 27 31 3 ‘

k
fiir das Moment I/, um die 2-Achse statt (n, + C) o die bisher in der

h
Literatur iibliche Bezeichnung mﬂ ein, so haben wir also gezeigt, daB

m+ 1
fiir m die Auswahlregel m — {m gilt, und daf m entweder ,ganz-
m-——1

oder ,halbzahlig® ist.

Unser Ergebnis zeigt ferner, daB Verbote einzelner Zustiinde, wie
sie z. B. in der bisherigen Theorie des Wasserstoffs notwendig waren,
um Zusammenstofe des Elektrons mit dem Kerne zu verhiiten, in der
hier versuchten Theorie keinen Platz haben.

Wir werden nun iiber (5), Kap. 4, und (8), Kap. 4, hinausgehend
auch das Auswahlprinzip fiir die , Quantenzahl des Gesamtimpulses“, ferner
die Intensititen beim Zeemaneffekt aus den Grundgleichungen unserer
Theorie herzuleiten suchen.

Erinnern wir uns an die klassische Theorie dieser Auswahlregeln:
Es ist dort nur notig, ein Koordinatensystem einzufithren, dessen Z-Achse
mit der Richtung des Gesamtimpulses zusammenfillt, dann werden fiir
die neuen Koordinaten dieselben Resultate hinsichtlich IR abgeleitet
werden konnen, wie vorher fiir M, Konstruieren wir uns also klassisch
ein solches Koordinatensystem «', %', ¢': Es wird jedenfalls gelten miissen :
M, .

o T
damit die ¢'-Achse die Richtung des Gesamtimpulses habe. (Den Index °
bei den Impulsen und Koordinaten werden wir im folgenden der Einfach-

[ M:c
& _xﬂ—}—y

1) Auf die Tatsache, daf bei endlicher Diagonalsumme D (ab) stets
D(ab) = D (ba) ist, wurde schon in I. aufmerksam gemacht.
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heit halber wieder weglassen; es beziehen sich die Rechnungen stets auf

den Grenzfall 1 = 0.) Ferner kimnen wir es so einrichten, daf die
#'-Achse in der z, y-Ebene liegt. Dadurch ist dann alles festgelegt und
es gilt: . M, M,
r == yl‘:_ —_— e,
VaIE + Mg VAR + g
y, _ & (Ma? + MyQ) - xMzMx —Y MzMy
A UTERESTH

Versuchen wir nun ein analoges Verfahren in der Quantenmechanik.
Wir fithren die drei Grofen ein:
Zi= qu.M:+ q,M;, + q.. M.,
X = quMm — Mqu } (18)
Yl = qulex + Myqley - qlmMzMx - Myquly'
Zur Ableitung der gesuchten Auswahlregeln brauchen wir noch einige
Vertanschungsrelationen, die sich aus (4), Kap. (4), und (6), Kap. 4, ergeben

h
& — ‘"‘*_)Z
( 2mi qlmMz‘—Mqu:c == 28(qley—quly) 19)
und die durch zyklische Vertauschung hieraus hervorgehenden Gleichungen
fir gy, i Dann folgt?) aus (3), (4), (6) und (19), Kap. 4:
XiM?— M X, = 2&Y),
YiM:— MY, = « (XiM? + M X)),

_ (20)
ZM—-MZ, = 0.

1) Die erste und dritte Formel von (20), Kap. 4, ergibt sich aus ganz ein-
facher Rechnung. Die zweite Gleichung (20), Kap. 4, kann etwa folgendermafien
abgeleitet werden. Nach (18), Kap. 4, gilt:

Yl = qulex+MyquM _—qlezMa:_Myquly’
und wegen (6), Kap. 4:
V! = @+ M) —eqy M+ 1M,q,+ 4,
— Mz Mx_My Mz qiy
- qlz(M2_MZ)—_8'Xl+Equz*qlmMzMx_Myquly‘
Bei der Berechnung von VY, M? — M2V, ist jetzt zu beachten, daf M? it

Nm, My, Mz vertauschbar ist. Es folgt daher fiir den zweiten Teil der oben an-
geschriebenen Formel fiir ¥:

(q,, M, Mw+/‘1y I‘1quy)l‘12—l‘12 (qlmMzMz+Myquly = (vgl. 19, Kap. 4)
— 2a(quMyNsz—qulyNzMw—-}—MyqulmMz—Myl‘fzﬂquz).

Ferner folgt aus den Vertauschungsrelationen, wenn man beachtet, dafi nach
(19, Kap. 4) q,, I'M1> — M? q,, = 2:¢ X, ist:

9. My Mz M:c - My Mz Mx 9y, = ¢ (Mu Mz qu — 9 Mz Mm)’

My Mz quMz - Mz quMz Mx - Xl . Mg — ¢ (Mz qu My — Mz Mz)’
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Diese Gleichungen sind ganz analog zu den fiir die Auswahlregeln von
M. malgebenden Relationen (4) und (6), Kap. 4; da wir weiter unten
zeigen werden, daB sich die ., @iy @i, Wirklich als lineare Funkfionen
mit fiir 4 == O zeitlich konstanten Koeffizienten der X, Y; Z; aus-
driicken lassen, so knnen wir aus (20), Kap. 4, direkt die Auswahlregeln
fiir M bestimmen. Da M? eine Diagonalmatrix ist, so folgt aus (20),
Kap. 4:

Y (nm) (Mg, — M) = & X; (nm) (M7, 4+ M3),
Z, (nm) (M2 — M2y = 0.

X;(nm)(MZ — M2) = — 2 Y, (nm),
] 21)

Die letzte der Gleichungen (21), Kap. 4, sagt aus, daB in Z keine -
Schwingungen vorkommen, die einer Anderung von M? entsprechen. Aus
den beiden ersten Gleichungen folgt

hQ
2

Xinom) {QL2 — 30 — o QR+ MD| =0 (@)

h 2
Setzen wir nun M} — <§—> (@m — 1) (wo @y, irgend eine Funktion der
G/
Quantenzahlen bedeutet), so ergibt (22), Kap. 4,
X; (nm) ((an — ) — 1) ((“n + ) — 1) =0,
oder, wenn X;(nm) nicht verschwindet,
ap = +a,+1. (23)
Es bedeutet keine Beschrinkung der Allgemeinheit, wenn wir a,, stets
als positiv > } annehmen. Die @, bilden also eine Reihe der Form

C,1+C 2+ C, ..., wo C eine Konstante => 1 vorstellt. Setzen wir
Op == j + 3, 80 wird

Bo\2
2 __ icq S
=46+ (5-) @4
j+1
und fiir § gilt das Auswahlprinzip j — <4 .
j—1

Dieses Ergebnis erinnert formal an die in die Landésche g-Formel
eingehenden Werte von M2

und schlieflich ergibt sich die gesuchte Formel (20), Kap. 4:
/MY, = 26 ;,(MP — M2 - &) — e (X, M2 — M2 X)) -2 X, M2
— 24 (qthx”z_ql:cMsz—I_Myquly-' Mz"yql'y)
= 2 X,(M2— M2 -2 — e (X M2 — M2 X) 2 X M2 —263 X
= s(XM24+ M2X).
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. koo
Fithren wir nun wieder fiir M, die Bezeichnung m 5~ eln, so ent-

nehmen wir aus (12), Kap. 4, und den Relationen :
M =M+ M+ N wd

Mx(f’ m_l;.77 m) + z]l[y (.77 m_]-; D m):: 2_7;‘/.7 (J + 1)_/m’(m"1)’
(25)

M (G, gym—1) — i My (G, §, m—1) = 5= Vi + D)—m(m—1).

Der Maximalwert mg,, von m bei einem gegebenen Werte von j ist
dadurch charakterisiert, daf die Spriinge.mye, —> Mmex + 1 nicht vor-
kommen, d. h. daf fiir diese Spriinge z. B. die rechte Seite von (24),
Kap. 4, verschwindet. Dies ergibt

J == Mpax-

Also kann anch j nur ,halb-¢ oder ,ganzzahlig® sein.

Die Berechnung der Intensititsformeln beim Zeemaneffekt, d. b. der
Abhingigkeit @i, @iy g1, von m erscheint jetzt sehr einfach. Wir
entnehmen aus (18), Kap. 4, durch Auflosen nach s, qiy, g; . die Relationen

qgi: — (lez + EXI + Yl) M_27
Gz + Gy == (Z:— qlz(Mz +ie) +i X (M. — iMy)—lx (26).
q_l:c _‘iqu - [zl—qlz(Mz _iE) _’Xl] (M:u + iMy)_l‘

Diese Gleichungen erbringen auch den frither versiumten Beweis, daf
die @iz Guyr i dargestellt werden komnen als lineare Funktionen der
X, Yy, Zy mit fir 4 = O zeitlich konstanten Koeffizienten. Zugleich
enthalten die Gleichungen (26), Kap. 4, die gesuchten Intensitidtsformeln.
Um dies einzusehen, bemerken wir zunichst, daB die X;, ¥;, Z; in bezug
auf m Diagonalmatrizen sind. Denn es gilt:

Xle"" MzXl - 07
Yle _Mz),l =0, (27)
Zle_‘MzZZ = O

Jetzt zerfillt unser Problem in zwei Teile, in die Diskussion der
Intensitigten bei den Spriingen j — j und § - j — 1 (die Spriinge
j - j+ 1 geben dann nichts Neues). Wir behandeln zunichst die UTber-
ginge j—> j. Fiir diese sind nach (20), Kap. 4, nur Glieder in Z;



604 M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan,

vorhanden. Wir nennen diese Glieder Z;(j; ). Dann ergibt (26), Kap. 4,
h

unter Beriicksichtigung von M, — m 5
 /

und (24), Kap. 4:

, 2 . m
a1, (s m) = TZZ U, m)m,
) ) ) 2z . JG+1)—m@m—1)
(wtia) Gom—13jm) = ZiGm— 1) POT 9D o)
. . . 2¢ , . i(j+1)— —1
(sz—mzy)(a,m;J,m—l)ZT75 Zy (4, m) J(J+j)(j +m1()m ),

Um schlieflich noch die Abhingigkeit der Grofle Z;(j, m) von m
zu erhalten, benutzen wir etwa die Relation
M:cqu - quMx = &q1z (29)
sie ergibt in unserem Falle, daB Z;(j, m) nicht von m abhingt. Wir
erhalten so fiir die Uberginge j — j:

QZz(j$ m) : (QZm+iny) (.77 m‘_l; j: m) : (QZQ: —iqu) (.97 m; j: m— 1) } (30)

=m:VjiG+ ) —mm—1):Vi(G+ 1) —m@m—1).
Analog behandeln wir die Spriinge j — § — 1. Fiir diese ist nach (21),

Kap. 4, X;(4, m; j— 1, m) = —;— Y, (4, m; j— 1, m). Drticken wir aus

(26), Kap. 4, die Intensitéiten durch X;(j, m; § — 1, m) aus, so ergibt sich:
, . ;. . 1

a1, (4, m; §— 1, m) = ’L7~)S.l(j, m; §—1, m)}-':

(412 +7:QZy)(ja m—1;j—1, m)

2 T
27 %0, 7n——];j——1,m—1)—,v—‘7-——7~n—,
h iVitm—1

(QZm_iQZy) (J m?j_ 1, m — 1)
Vidm—1

iVi—m
Um schlieflich noch die Abhingigkeit der Grole X;(j, m; j — 1, m)
von m festzulegen, benutzen wir wieder die Relation (29), Kap. 4, die
uns hier nach einfacher Rechnung ergibt:
X (G m;j—1,m) = AG j— DV —n (32)
Wir erhalten so
QZz(j7 m; j—1, m):(QZz‘i_iny)(jv m—1;5—1, m)
@ — i) Gymi j—1,m— 1=V —m®: Y —m)—m+ 1) 1 (83)
= VG +m G+ m— 1)

=1

3D)

2
= — i I X (G, mi j— L, m)
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Die Spriinge j — j + 1 geben im wesentlichen dieselben Inten-
‘sitdten; es gilt dann:

. m;§+ 1, m)'(QZz‘{;iQZy)(j: m; j+1, m4+1)

@i —ign) Grom + 15 5+ 1,m) = VG + P —md (34)

VG+m+ 20 +m+1):—VG—m+ 1) —m).

Die Formeln (30), (33), (34), Kap. 4, stimmen mit den auf korrespondenz-
mifigem Wege gefundenen Intensititsformeln?!) tiberein.

Auf eine einfache Folgerung aus (21), Kap. 4, miissen wir noch hin-
weisen: Die Spriinge /j — 0 kommen nur in der ,Z-Richtung* vor.
Wenn wir die Bewegung eines einzigen Elektrons um einen Kern, also
den Fall des Wasserstoffatoms betrachten, so folgt direkt aus (1), Kap. 4,

daB Z verschwindet. Also kommen dann Spriinge 4j == O iiberhaupt
nicht vor.

§2. Der Zeemaneffekt. Wenn man die Lorentzsche Kraft
eines Magnetfeldes $ auf das Elektron efc [v$] in die Quantenmechanik
iibernimmt, so scheint es zunichst selbstverstindlich, daB sich fir "‘die
'Atome der normale Zeemaneffekt ergibt. Denn genau unter denselben
Voraussetzungen, unter denen klassisch das Larmorsche Theorem fiir
das Kernatom abgeleltet werden kann — niimlich Vernachlissigung der
Glieder mit $* —, ergibt sich auch hier das Larmorsche Theorem.
Trotzdem besteht ein gewisser Unterschied zwischen der Quantenmechanik
und der klassischen Theorie in der Berechtigung der Vernachlissigung
von . In der klassischen Theorie ist die Vernachlissigung von 9
sicher fiir die Bahnen kleiner Dimensionen erlaubt, sicher nicht erlaubt
fiir sehr groBe Bahmen oder gar Hyperbelbahnen. In der Quanten-
mechanik sind alle diese Bahnen — die weit auBen liegenden, wie die
innersten — wegen der der Quantenmechanik eigenttimlichen Kinematik so
eng miteinander verkniipft, da§ die Berechtigung zur Vernachlissigung
der GroBe £ nicht ohne weiteres einleuchtet. Sind doch selbst vom
Normalzustand aus die Wahrscheinlichkeiten von Ubergingen zu freien
Elektronen betrichtlich.

Fiir den Oszillator sind wir also des normalen Zeemaneffekts sicher;
fir das Kernatom dagegen scheint es nicht villig ausgeschlossen, da8 der
enge Zusammenhang der weit auBen und weit innen Hegenden Bahnen zu
Ergebnissen fithrt, die etwas vom normalen Zeemaneffekt abweichen. Wir

') 8. Goudsmit und R. de L. Kronig, Naturwiss, 13. 90, 1925; H. Honl,
ZS. f. Phys. 82, 340, 1925. )

Zeitschrift fiir Physik, Bd. XXXV. 49



606 M. Born, W. Heisenberg und P. Jordan,

miissen aber hervorheben, daB eine Reihe gevﬁchtiger Griinde gegen die
Moglichkeit einer Deutung der anomalen Zeemaneffekte auf dieser Grund-
lage sprechen. Vielmehr wird man vielleicht hoffen diirfen, da8 die
Uhlenbeck-Goudsmitsche Hypothese (vgl. S.560) spiter eine quanti-
tative Beschreibung der genannten Phinomene gestattet.

§ 3. Gekoppelte harmonische Resonatoren. Statistik der
Wellenfelder. Ein System gekoppelter harmonischer Oszillatoren,

gegeben durch PR
H=3:> f—}}+o<q>, (35)
E=1"%k

mit einer quadratischen Form @ () der Koordinaten (mit Zahlen als
Koeffizienten) stellt das denkbar einfachste System von mehreren Freiheits-
graden dar. Wie in Kap. 2, § 1, festgestellt wurde, bleiben die Ver-
tanschungsregeln invariant bei gleichzeitiger orthogonaler Transformation
der Koordinaten und Impulse. Es kann deshalb das System (85), Kap. 4,
wie in der klassischen Theorie in ein System ungekoppelter Oszilla-
toren iibergefiihrt werden. Insbesondere sind die Schwingungen eines
Kristallgitters wie in der klassischen Theorie nach Eigenschwin-
gungen zu zerlegen. Jede einzelne Eigenschwingung ist in der frither
ausfithrlich errterten Weise als einfacher linearer Oszillator zu behandeln,
und die Zusammenfassung samtlicher ungekoppelter Oszillatoren zu einem
einzigen System hat in der in Kap. 2, § 1, erliuterten Weise zu ge-
schehen, Dasselbe wird auch dann gelten, wenn wir zum Grenzfall
eines Systems von unendlich vielen Freiheitsgraden fibergehen und etwa
die Schwingungen eines zum Kontinuum idealisierten elastischen Korpers

oder endlich eines elektromagnetischen Hohlraums betrachten.
Auch in der bisherigen Quantentheorie sind die Schwingungen eines
elektromagnetischen Hohlraums oft Gegenstand eingehender Unter-
suchungen gewesen. Denn einerseits handelt es sich hier eben um das
denkbar einfachste, nach den bisherigen Methoden zu behandelnde Problem
des harmonischen Oszillators, andererseits weist das bekannte Ergebnis,
daB die Energie einer Eigenschwingung ein ganzzahliges Vielfaches von
hv sein sollte, eine formale Ahnlichkeit mit den Ansitzen der Licht-
quantentheorie auf, und man hoffte deshalb durch die Behandlung der
Hohlraumstrahlung Einblick in das Wesen der Lichtquanten zu bekommen.
Allerdings ist es von vornherein klar, da8 der eben geschilderte Angriff
auf das Problem der Lichtquanten von der wesentlichsten Seite dieses
Problems, nimlich von dem Phinomen der Kopplung entfernter Atome
keineswegs Rechenschaft geben kann. Denn dieses Problem geht iber-
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hanpt nicht in unsere Fragestellung nach den Schwingungen eines Hohi-
raums ein. Trotzdem kann zwischen den Eigenschwingungen des Hohl-
raums und den einmal postulierten Lichtquanten eine so enge Zuordnung
durchgefithrt . werden, daB jeder Statistik der Eigenschwingungen des
Hohlraums auch eine bestimmte Statistik der Lichtquanten entspricht
und umgekehrt.

Debye?!) hat versucht, durch eine Verteilung individueller Licht-
quanten auf die Eigenschwingungen des Hohlraums eine solche Statistik
zu geben, und es gelang ihm, anf diese Weise die Plancksche Formel
abzuleiten. Uns scheint jedoch eine solche Mischung wellentheoretischer
und lLichtquantenmiBiger Begriffe kaum dem Wesen des Problems zu
entsprechen. Vielmehr glauben wir, daB es konsequent sei, die wellen-
theoretische Seite des Problems ganz von der Lichtquantentheorie izu
trennen, also die wellentheoretische Statistik der Hohlraumstrahlung
durchaus nach den allgemeinen, z. B. fiir quantentheoretische Atomsysteme
geltenden statistischen Gesetzen zu behandeln. Die zugeordnete Licht-
-quantenstatistik ist dann, wie wir zeigen werden, die Bosesche Statistik?);
dieses Ergebnis scheint nicht unnatiirlich, da diese Statistik hier nichts
mit der Annahme unabhingiger Lichtkorpuskeln zu tun hat, sondern als
ﬁbertragung der Statistik der Eigenschwingungen aufzufassen ist — was
nur zeigt, daB eben die Annahme statistisch unabhingiger Lichtkorpuskeln
nicht das Richtige treffen wiirde.

Fir jede derartige Behandlung der Hohlraumstrahlung in der bis-
herigen Quantentheorie ergab sich aber die grundsitzliche Schwierigkeit,
da8 sie zwar zum Planckschen Strahlungsgesetz, nicht aber zum rich-
tigen Mittelwert des Schwankungsquadrates der Energie in einem Teil-
volumen fithrte. Es zeigt sich also, daf eine konsequente Behandlung
der Eigenschwingungen eines mechanischen Systems oder eines elektro-
magnetischen Hohlraums nach der bisherigen Theorie zu den schwersten
Widerspritchen fiihrt. Wir hatten deshalb die Hoffnung, daB die ver-
inderte Kinematik, die der hier versuchten Theorie zugrunde liegt, den
richtigen Wert fiir die Interferenzschwankungen liefert, so daf die ge-
nannten Widerspriiche fortfallen und sich eine konsequente Statistik der
Hohlraumstrahlung als moglich erweist.

Die Zustinde des Oszillatorensystems konnen gekennzeichnet werden
durch ,Quantenzahlen® %, m,, #,,... der einzelnen Oszillatoren, so daB

1) P, Debye, Ann. d. Phys. 88, 1427, 1910. Vgl. auch P. Ehrenfest,
Phys. ZS. 7, 528, 1906.

?) 8. N. Bose, ZS. f. Phys. 26, 178, 1924.
42%
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die Energien der einzelren Zustéinde bis auf eine additive Konstante ge-
geben sind durch

E,=h. Evknk. (36)
)
Die additive Konstante, die ,Nullpunktsenergie®, ist gleich
C = %h ; vy (36"

(sie wire insbesondere im Grenzfall unendlich vieler Freiheitsgrade un-
endlich groB). Wir wollen die Grofe E, in (2), Kap. 4, weiterhin kurz
als thermische Energie bezeichnen. Nach dem in Teil I Gesagten ist
jedem der durch ein bestimmtes Wertesystem fyy Ny, Ny, ... gekennzeich-
neten Zustinde des Systems das gleiche statistische Gewicht zuzuschreiben.
Die Folgerungen, die sich hieraus ergeben, sind unmittelbar zu iibersehen
auf Grund der folgenden Bemerkung:

Pflanzen sich in einem s-dimensionalen isotropen Raumstiick der
Grofe V == I* Wellen fort mit der Phasengeschwindigkeit », so ist die
Anzahl der Eigenschwingungen fiir den Frequenzbereich dv gleich
der Anzahl der ,Zellen* im Bose-Einsteinschen Sinne fiir dv; und
zwar gilt das fiir beliebige s, also auch etwa fiir schwingende Mem-
branen oder Saiten. Denn wenn von Polarisationseigenschaften usw.
abgesehen wird, so bestimmt sich die Anzahl der Eigenschwingungen fiir
dv durch Beantwortung der Frage, auf wieviele Weisen ganze positive
Zahlen m,, ... m, so gewdhlt werden konnen, daff das aus

21 —_—
5= me—}—---—f—mg

bestimmte v in dv fillt. Ist K, (@) das Volumen einer s-dimensionalen
Kugel vom Radius a, so gibtes lz K, (v) Eigenschwingungen einer Frequenz
v

kleiner als ». Andererseits ist die Aunzahl der Zellen fiir dv so zu be-

stimmen: Die Impulskomponenten p,, ..., p, des Quants geniigen der

Gleichung hy ) .
e R aEEY

und die Grofe der Zellen im 2 s-dimensionalen Pliasenraum ist hs. Daraus

ersicht man, daB auch die Anzahl der zu Frequenzen kleiner als » ge-

- .oV .
horigen Zellen gleich 0—8Ks (v) ist.

Es kann also, wie oben erwiihnt, eine umkehrbar eindeutige Zu-
ordnung der Zellen zu den Eigenschwingungen derart durchgefiihrt werden,
daB die einzelnen Paare immer zum gleichen d v gehdren. Dabei kann
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iibrigens diese Zuordnung noch derart durchgefiihrt werden, daB auch die
Richtungen einer Eigenschwingung und der Lichtquanten der zuge-
ordueten Zelle in den gleichen infinitesimalen Winkelbereich fallen. Nach
(36), Kap. 4, ist dann die Quantenzahl eines O szillators der Anzahl
der Quantenin der zugehorigen Zelle gleichzusetzen. Jede Statistik
der Lichtquanten ergibt eine zugeordnete Statistik der Kigenschwingungen
und umgekehrt. Man sieht, daf die oben gemachte Feststellung iiber die
Gewichte der Zustinde des Oszillatorensystems durch diese Zuordnung
unmittelbar in die Grundannahme der Bose-Einsteinschen Statistik
iibergeht. Die gleichwahrscheinlichen Komplexionen sind dadurch
definiert, dafl angegeben wird, wieviele Quanten in jeder
Zelle sitzen?).

Nach der Debyeschen Statistik ist die Anzahl der mit » Quanten
behatteten Oszillatoren (bis auf einen nur von v abhingigen Faktor) gleich

1 -2
—.¢ kT, (37)
r
und das Plancksche Gesetz kommt durch
oo hv 1
S =
r=1 eRT 1

zustande; unbefriedigenderweise gilt ‘itbrigens (37), Kap. 4, nur fir
7 > 0 und gibt nicht auch die Anzahl der mit Null Quanten behafteten
Oszillatoren an. Nach der neuen Auffassung tritt an Stelle von (37),
Kap. 4, nach Bose der Ausdruck ?)

hv hv .

(1—o #2) 0 "in (38)
der in der Sprache der Lichtquantentheorie die Anzahl der ,r-fach be-
setzten Zellen“ gibt, und die Plancksche Formel folgt aus

e hv hv 1
Er(l—eﬁ)e—rk_l': : .

v
r=20 BkT——l

1) A. Einstein, Sitzungsber. d. Preufl. Akad. d. Wiss, 1925, 8. 3. Fiir ‘die
Beurteilung der Einsteinschen Hypothese, dafi auch auf das ideale Gas diese
Form der Statistik anzuwenden sei, kénnen unsere Betrachtungen natiirlich keinen
neuen Gesichtspunkt ergeben.

2) Natiirlich mufl dieser Ausdruck auch beispielsweise fiir die elastischen
Wellen in einem Kontinuum angenommen werden, wodurch eine gewisse Abdn-
derung an einer von Schrodinger (Phys. ZS. 25, 89, 1924) gegebenen Betrach-
tung iiber das thermische Gleichgewicht zwischen Licht- und Schallstrahlen nétig
wird. - Diese Abinderung ist leicht auszufiihren in Analogie zum Wahrscheinlich-
keitsansatz fiir den Comptoneffekt unter Annahme der Einsteinschen Gastheorie,
wie er frither (P. Jordan, ZS. £ Phys. 33, 649, 1925) mitgeteilt wurde.
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Die zugeordnete Lichtquantenstatistik zur Debyeschen Schwingungs-
statistik wird durch die von Wolfke?) und Bothe?) entwickelte Theorie
dargestellt. Allerdings sprechen diese Verfasser nicht von r-fach be-
seétzten Zellen, sondern bezeichnen (37), Kap. 4, als Anzahl der ,r-quan-
tigen' Lichtquantenmolekiile¥.

Die erwihnte Unzulinglichkeit der klassischen Wellentheorie trith
bekanntlich bei der Untersuchung der Energieschwankungen im Strahlungs-
feld folgendermafen zutage. Kommuniziert ein Volumen V mit einem
sehr groBen Volumen derart, daf die Wellen eines schmalen Bereichs
v, » + dv ungehindert von einem ins andere laufen konnen, wihrend fiir
alle anderen Wellen die Volumina getrennt bleiben, und ist F die Eneilgie
der Wellen mit der Frequenz v in ¥V, so kann das Schwankungsquadrat
A4* = (E — E)? nach Einstein durch eine Umkehrung des Boltzmann-
schen Prinzips berechnet werden. Ist ¢,d» die auf die Volumeneinheit
bezogene Anzahl der Eigenschwingungen (Zeller) fiir dv, so daf

—= h
E=—"" 1y (39)
ekT 1
gilt, so ergibt sich — — E®
’ & =mE+ = (40)
4

Berechnet man jedoch die Energieschwankungen aus den Interferenzen
im Wellenfeld, so ergibt die klassische Theorie, wie Lorentz?%) aus-
fiihrlich nachgerechnet hat, nur den zweiten Summanden in (40), Kap. 4.
Dieser Widerspruch besteht natiirlich ganz allgemein auch fiir die Wellen
etwa in einem XKristaligitter oder einem elastischen Kontinnum. Sein
Ursprung ist nach Ehrenfest*) darin zu suchen, da in der Einstein-
schen Uberlegung Additivitiat der Entropien von ¥V und dem grofen
Volumen vorausgesetzt wurde. Diese Additivitéit der Entropien besteht
aber nach der klassischen Theorie der Eigenschwingungen nur im
Giiltigkeitsbereich des Rayleigh-Jeansschen Gesetzes. Eben das Nicht-
bestehen statistischer Unabhingigkeit der Teilvolumina im allgemeinen
Falle ist ein so unnatiirliches Ergebnis der bisherigen Theorie der Hohl-

1) M. Wolfke, Phys. ZS. 22, 375, 1921.

) W. Bothe, ZS. f. Phys. 20, 145, 1923; 28, 214, 19%4.

3) H. A. Lorentz, Les Théories Statistiques en Thermodynainique (Leipzig,
1916), 8. 59.

4) P, Ehrenfest, Vortrag im Gottinger Seminar tiber Struktur der Materie,
Sommer 1925. Der Inhalt dieses Vortrages ist uns bei unseren Uberlegungen eine
wertvolle Hilfe gewesen. Inzwischen veroffentliecht, ZS. f. Phys. 84, 362, 1925.
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raumstrahlung, daB man auf ein Versagen dieser Theorie schon beim ein-
fachen' Problem des harmonischen Oszillators schliefen mu8.

Wir wollen nun das Schwankungsquadrat 4% aus den Interferenzen
gemil der Quantenmechanik berechnen. Zur Vermeidung rechnerischer
Komplikationen, die das Wesen der Sache ni¢ht beriihren, beziehen wir
uns auf den denkbar einfachsten Fall, ndmlich einé eingespannte schwin-
gende Saite. Es konnen ibrigens alle wesentlichen Punkte der Rech-
nung ohne weiteres auf allgemeinere Fille iibertragen werden. Zun#chst
werde die klassische Behandlungsweise erliutert.

Die Linge der Saite sei I und u (%, t) die seitliche Auslenkung. Bei
Einfithrung der durch

w (@, t) = > g () sin k %w, 41
k=1 ’
oder .
2 '
qk(t)._7j.u(w,t)smk7m du (41)

0 .
gegebenen Fourierkoeffizienten g; (f) als Koordinaten geht die Energie
der Saite in eine Quadratsumme iber. Es wird nsmlich bei geeigneter

Wahl der Einheiten
l

vl s Qoo =5 i 03 w0

b k=1

Fiir die Energie E auf einem Abschnitt (0, a) der Saite erhalten wir all-
gemeiner a

1 oc
Ej 2 qjqksmj 7 xskam
g ME=1""
+ QJngk< >0081 : cosk’lt }dw. (48)

Nehmen wir in (43), Kap. 4, nur die Glieder mit j == %, so erhalten wir
unter der ausdriicklichen Voraussetzung, daf alle in Betracht kommenden

Wellenlsngen klein gegen @ seien, gerade den Wert % H. Man sieht

daraus: Die Differenz

A4 — E—E,

worin der Querstrich die Mitteilung iiber die Phasen g, in

@y = apoos (gt + Q)i o = kT (44)
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bedeutet, geht aus (43), Kap.4, hervor, indem die. Summanden mit j — %
ausgelassen werden. Dieses Phasenmittel ist mit dem Zeitmittel identisch.
Man erhilt dann durch Ausfiihrung der Integration

1 < .. ) m\%_,
4= ;> {qjqujk + JijQk<—l‘> Kjk} (45)
S k=1
mit iEE
sin(j-—k)i;-a sin(j+k)3lia
Kjp = x az'
(J'”‘k)j ’ (j_l—k)_l_
sin (@ —op)a  sin (o + opa
@ — o @+ ep @)
sin(j—k)%a sin(j—}-k)%a
K = b7 + 7
G—BF G+nT
sin (a); — ex) @ sin (e; + @y) @
05 — 6 0; + o

Das Quadrat 4% soll in Riicksicht auf die spitere quantenmechanische
Rechnung ausfiihrlich angeschrieben werden. Es ist
=, + 4 = 4P+ 42 + 4,4, + 4,4, (46)
mit 1Sy SN
AP+ Ad =3 > > {QijQLQ;:Kijm
G k=1, 2z=1
JEE ks
. n 4 r ! ’
+ Jk_m<7> 95 I 9 9 K Kos (45°)

1 o0
didy+ dydy = 5 > 2 ( ) 1359014, 4 Kjy Ko
M S

+ L”djdethK:ikE'x}‘ (46”)
Aus (44), Kap. 4, folgt m — 0 und

P TP dF = > & @mh+ 00 (5 ) G RG] @)
gk=1

Lassen wir nun die” Seltenla.nge { sehr grof werden, so riicken die @y

nach (44), Kap. 4, immer enger zusammen, so daf die Summe (47) in ein

Integral iibergeht : o~ o
_— —_— _— - T —
A= A2+ Ai"‘*j'jdwjdﬁ?k 5 q;’ a4 Kt +j2k2(—’li> a; 4 K,?c} 47)
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Endlich nehmen wir auch das ,Volum* a als sehr grof an und
machen Gebrauch von der Beziehung

9!
L}
lim L j = f@do = 2f () fr R,Q>0. @)
a —» oo
—2

sin ((i)j —_— cok) a
) — G
in (45) einen in Betracht .Jkommenden Beitrag liefern; und zwar ergibt
sich in (47'): o
- " al o 5
# =g |10 (@ + @) 49
0

Man sieht dann, daf nur die ersten Summanden

Andererseits wird die mittlere Energie im Volumen @ nach (42), Kap. 4,
gleich

b7 a 1 U = 98 al =3 L) »
T — e — . — . o [ — @ @0}* 0
B ftol @todl =1 [de@ e o0
0 0
Dabei gilt . -
o = @ o, (1)
eine Beziehung, die — woran gleich hier erinnert sei — nach Kap. 1

auch in der Quantenmechanik giiltiz bleibt. Um zu den in (89), (40),
Kap. 4, gebrauchten GroBen 4%, E iiberzugehen, haben wir in (49), (50),

Kap. 4 nur die auf dy = gi beziiglichen Anteile zu entnehmen wund
n

diese durch dv zu dividieren. Dann ergibt sich mit v = a:

—  E?

P = Hh2

L =5 (52)
Aus (44), Kap. 4, entnimmt man, daf in unserem Falle 2, == 2 ist; denn
es wird

do, = 2mdy, — %dk.

Daher gibt also (52), Kap. 4, in der Tat .gerade das zweite Glied in
(40), Kap. 4.

Beim Ubergang zur Quantenmechanik sind (41), (41", (42), (43),
Kap. 4, als Matrizengleichungen fiir ¢, H, g, E aufzufassen. Dabei bleibt
jedoch « eine Zahl; denn betrachten wir statt der kontinuierlichen Saite
eine elastische Punktreihe, so bedeutet # die (mit der Gitterkonstanten
multiplizierte) Nummer jeweils eines bestimmten Punktes.
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Die Matrix ¢ hat 2f Dimensionen, wenn f die Anzahl der Eigen-
schwingungen ist; bei der elastischen Saite also umendlich viele. Die
Komponenten gy (nm) von g, verschwinden sémtlich, aufer denen mit

n;—my; = 0 fiar j =k,
Ny — mi = i 1. } (53)
Das Phasenmittel einer Matrix ist diejenige Diagonalmatrix, die mit der
Diagonale der betreffenden Matrix iibereinstimmt. Aus (53), Kap. 4,
konnen zum Teil #hnliche Folgerungen gezogen werden, wie aus (44),
Kap. 4. Die Uberlegungen, die frither zu (46), 46'), (46") fiihrten,
bleiben fiir die Quantenmechanik erhalten. Auch gelten fiir die Diagonal-
matrix 4, + 4, die Formeln (47), (47), Kap. 4, mit Matrizen g, und
endlich wird entsprechend (52), Kap. 4, wenn wir die zu einem be-
stimmten » gehtrigen Teile von 47 als 4% bezeichnen:
2
A2+ 42 = % . (62"
Darin ist gemif (49), (80), (51), Kap.4, E* nicht mehr die mittlere
thermische Energie, sondern die Summe von dieser und [der Null-
punktsenergie; nach den elementaren Oszillatorformeln ist
E* = hy.v+ E,

72

I 1 - E
A2+ 4. z—z—(hv)ﬁv—{—hwE—i— 5 (54)
denn die Nullpunktsenergie fiir dy wird gleich
‘ v hy
T.—z—-lz,,dv = hv.Vdwv.

Wir haben nun noch 4,4, + 4,4, zu betrachten. Indem wir diese
Griofe ganz entsprechend behandeln wie A,* 4+ A2, erhalten wir ent-
sprechend zu (49), Kap. 4, den Ausdruck

o

—_— al . .
4,4, + 4,4, = o [‘“’-ﬂf {(qugu)’ + (Gugo)):
0
Nach den Vertauschungsregeln wird nun aber, da zufolge (42), Kap. 4,
die GroBe 1/2 als ,Masse“ der Resonatoren anzusehen ist:

2 h h

. . 1 _
—gigi(nm) = gjq(nm) = 575 = 5o

Folglich wird der zu dv gehorige Anteil 4,4, + 4,4, von 4, A, + A, 4,
nach Division durch du gleich
4y + 4221 = — ()Y,
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und mit (54) folgt in der Tat

— - B
2 — hy E
4 v +zvV

(35)

in Ubereinstimmung mit (40), Kap. 4.

Wenn man bedenkt, daf die hier behandelte Frage doch ziemlich
weit entfernt liegt von den Problemen, aus deren Untersuchung die
Quantenmechanik erwachsen ist, so wird man das mift (85), Kap. 4, er-
zielte Ergebnis als besonders ermutigend fiir den weiteren Ausbau der
Theorie betrachten.

Man wiirde nach dem oben erwihnten Ergebnis von Ehrenfest
die interferenzm#fige Berechnung der Schwankungen ersparen kénuen —
und zugleich die GewiBheit gewinnen, da auch bei anderen, dhnlichen
Fragestellungen keine Widerspriiche moglich sind —, wenn man un-
mittelbar die Additivitit der Entropien der Teilvolumina in der Quanten-
mechanik der Wellenfelder nachweisen konnte. Daf die Additivitat
wirklich allgemein besteht, michten wir nach unserem obigen Ergebnis
vermuten.

Die Griinde fiir das Auftreten des von der klassischen Theorie nicht
gelieferten Gliedes in .(55), Kap. 4, sind offenbar mit den Griinden fiir
das Auftreten der Nullpunktsenergie eng verwandt. In beiden Fallen
liegt der wesentliche Unterschied der hier versuchten Theorie von der
bisherigen nicht in einer Verschiedenheit der mechanischen Gesetze,
sondern ‘in der fiir diese Theorie charakteristischen Kinematik. Man
konnte sogar in der Formel (55), Kap. 4, in die ja gar keine mecha-
nischen Prinzipien eingehen, eines der amnschaulichsten Beispiele fiir die.
Verschiedenheit der quantentheoretischen Kinematik von der bisherigen
erblicken.

‘Wenn sich die hier versuchte Quantenmechanik als schon in wesent-
lichen Ziigen richtig erweisen sollte, so wire wohl ganz allgemein als
der wichtigste Fortschritt gegeniiber der bisherigen Theorie eben dies zu
bezeichnen: daf in dieser Theorie Kinematik und Mechanik wieder in
eine so enge Verbindung gebracht sind, wie etwa Kinematik und Mechanik
in der klassischen Theorie, und daf die fundamentalen neuen Gesichts-
punkte, welche aus den Grundpostulaten der Quantentheorie fiir die mecha-
nischen Begriffe und die Begriffe von Raum und Zeit folgen, in der Kine-
matik ebenso wie in der Mechanik und in der Verbindung von Kinematik
und Mechanik einen adiquaten Ausdruck finden.




