210 Wie erkenne ich Zusammenhiénge zwischen f und f?

B eine Funktion f mit der Ableitungs- i i i
el el 2 ge Zusammen| dnge zwischen dem
ttion ' gibt bekanntlich f'(x,) die Graphen K von f und dem Graphen K’

gung der Tangente fiir den Graphen K Stallgx
on f im Punkt P(x,|f(xo) auf K an. von f*flir eine beliebige Stelle X,

h ist die Monotonie von f am , | oberhalb ]
an von f’ ablesbar. Ebenso kénnen W Wenn K [ unterhalb ger
Extrempunkte und mit etwas mehr x-Achse verlduft, ist f streng
ufwand auch die Wendepunkte von K Soton zunehmend )
wtimmt werden. Fig. 1 zeigt diese abnehmend
sammenhinge. ®m Wenn K’ die x-Achse an der Stelle x,
schneidet, hat K an der Stelle x,ein
Extremum.
m Wenn K’ streng monoton
zunshmend T verlauft, ist K
abnehmend
.| Linkskurve
€IN€ 1 Rechtskurve |

m Wenn K’ an der Stelle x; ein Extremum
hat, so hat K einen Wendepunkt mit
dem x-Wert X,.

Fig.1

spiel: (Erkennen von Zusammenhéngen J
en K und K) 3

bleitungsfunktion ' einer Funktion f hat den 24
ph K’ (Fig. 2).
nden Sie, welche Aussagen iiber die 3

sunktion f mit Graph K wahr, falsch oder
entscheidbar sind.
K hat zwei Tiefpunkte und einen Hochpunkt.
{ Ist streng monoton abnehmend fiir -1 <x < 1.
) K verlduft durch den Punkt 0(0/0).

) K Ist achsensymmetrisch zur y-Achse.

los Ist wahr, es ist namlich f'(-3) = f'(+3) = f/(0) = 0. An den Stellen £3 liegen
rner Vorzeichenwechsel von ,~* nach ,+" vor und an der Stelle 0 ein Vorzeichen-

suchsel von ,+ nach ,~“ Damit liegen an den Stellen +3 Tiefpunkte und an der

e 0 ein Hochpunkt vor.

i I8t falsch, da f'(x) = 0 fiir -1 < x < 0 gilt.

s It nicht entscheidbar, da f und fiir jedes ¢ € R die Funktion g, welche durch

(4) = 1(x) + ¢ definiert ist, dieselbe Ableitungsfunktion ' besitzen.

14) Digs (st wahr da f'(-x) = = (x) gilt, haben die Tangentensteigungen an allen

101 | K, slets denselben Betrag, aber verschiedene Vorzeichen.

Fig.2

2.11 Wie ermittle ich in Anwendungen Zeitpunkte stirkster Anderungen

In Anwendungen interessiert oft der Zeit-
punkt, zu dem sich ein Sachverhalt am stérk- Den Zeitpunkt, an dem
sten dndert. Da die Ableitung der Ausgangs-
funktion die ,Geschwindigkeit” der Anderung
beschreibt, sind Extremstellen der Ableitung

B eine Pflanze am schnellsten wéchs
B eine Verkehrsdichte am schnellster

) 5 i zunimmt
gesucht. Diese kann man rechnerisch mit der = 5 =
: ; : B eine Konzentration am starksten
Au -
zweiten Ableitung der Ausgangsfunktion er: abgebaut wird

mitteln (vgl. Beispiel 1) oder aber mit dem
GTR. In diesem Fall ldasst man sich mit dem erhédlt man als Extremstelle der erste
Befehl nDeriv den Graphen der Ableitung Ableitung bzw. als Wendestelle der
zeichnen und untersucht dieses auf Extrem-  Ausgangsfunktion.

stellen (vgl. Beispiel 2).

Beispiel 1:

Die Konzentration eines Medikaments im Blut kann durch die Funktion f mit

f(t) = 8t - e* modelliert werden (t in Stunden nach Einnahme des Medikaments;
f(t) in Milliliter pro Liter). Ermitteln Sie den Zeitpunkt, zu dem die Konzentration des
Medikaments am stérksten abgebaut wird.

Losung:

Da die erste Ableitung die Anderung der Konzentration beschreibt, ist eine Extrem-
stelle von f'(t) gesucht, in diesem Fall eine Minimumstelle. Damit muss die Ausgangs-
funktion auf Wendestellen untersucht werden.

Mit der Produkt- und der Kettenregel erhalt man aus f(t) = 8t-e:
fO=801-t)-e f'(t)=8(t-2)-e ") =83 -1)-e.

Die Bedingung f"(t) =0 ergibt t,=2 als einzig mogliche Wendestelle.

Weiterhin ist f"'(2) = 8 - 2> 0; damit liegt ein Tiefpunkt des Graphen von f’ vor:
Also ist t; =2 eine Wendestelle von f(t).

Zwei Stunden nach Einnahme wird das Medikament am starksten abgebaut.

Beispiel 2:

Das Héhenwachstum einer Fichte in Abhangigkeit von der Zeit kann durch eine
Funktion f mit f(t) = 555 =-s- modelliert werden (t in Jahren; f(t) in Meter).
Ermitteln Sie das Alter, in dem die Fichte am starksten wichst.

Losung:
Gesucht ist das Jahr, in dem die Wachstumsgeschwindigkeit der Fichte am grofiten ist
Damit ist die Ableitung von f auf Extremstellen zu untersuchen. Mit dem GTR erhélt
man 30,9. Eine fast 31-jahrige Fichte wachst am starksten.
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2.12 Wie ermittle ich einen Bestand aus einer Anderungsrate?

Eine wichtige Anwendung der Integration
ist die Berechnung des Wertes einer
GroBe aus ihrer Anderungsrate in einem
Intervall und dem urspriinglichen Wert ® Die momentane Anderungsrate einer
der GroRe. Dies kommt nicht nur bei Funktion f an der Stelle x, ist die
‘Wachstums- und Zerfallsprozessen vor Ableitung ' (x,).

'sondern auch z.B. bei den physikalischen

|GroRen zuriickgelegter Weg, Geschwin- M Aus f'kann f gewonnen werden durch

z leunigung. i
;_lﬂgke%t und Beschleunigung. £00 = £0xo) * f f (1) dt.
%

Bestimmung von Funktionen
aus ihren Anderungsraten

Beispiel 1: (Funktion aus Anderungsrate)

Eine Funktion f mit f(1) = 3 hat an jeder
telle x = R die momentane Anderungs-
2% - 5x2,

m Hat eine GroRe F die Anderungsrate f,
x
so gibt [f(t)dt die Anderung

*y
F(x) - F(x,) der Grife F zwischen x,
Losung: und x an.

f) = f()+ [F@OAE=3+ [@t-i@)dt=3+[t-1B[[=x2-he+ 2.
1 1

Beispiel 2: (Bewegungen)
| Ein Korper, der zur Zeit t = 0 den Weg sdxes 2 G;sdlwigdlglkeiti
5(0) = 10 zuriickgelegt und die Geschwindigkeit — Beschleunigung
Geschwindigkeit v(0) = 5 hat, wird mit Fiir den zur Zeit t zuriickgelegten
der Beschleunigung a beschleunigt, fir ~ Weg s(t), die Geschwindigkeit v (t) und

die gilt die Beschleunigung a (t) gilt:
t
Bl =4ze 2 B S ®=v() und @) =50+ [v(Ddr.
(tins,sinm,vinms™!,ain ms2). ]

#) Bestimmen Sie v(t) und s(t).

b) Nach welcher Strecke hat der Képer
eine Geschwindigkeit von 6 erreicht?

¢) Wie verhalten sich v(t) und s(t) fiir
t— +00?

t
m V() =a(t) und V() =v(ty) + [a(D)dr.
%

Lbsung:

t t .
8) V) =v(0) + [a(dr=5+ [4-e 2 dr=5+[-2- e[| =7-2-€2;
0 0

1 t
s®=5(0)+ [v(@) dr=10+ [(7-2- e dr=10+[71+ e[ =9+ Tt+e 2.
0 ]

b) v(t,) = 6 ergibt 7- 2e"2t = 6 und dann ] = e 2. Also ist t; = ;’In(z) =0,347.
Der zum Zeitpunkt t, zuriickgelegte Weg ist s(to) = % + 2In(2) = 11,93. Der Kérper
erreicht also nach etwa 0,347 s und 11,93 m eine Geschwindigkeit von 6ms-1.

¢) Fiirt— +oo strebt v(t) — 7 und fiir groie Werte von t gilt s(t) =9 + 7t.
Mathematisch besagt dies, dass der Graph von s die Gerade mit der Gleichung
s(t) = 9 + 7t als Asymptote fiir t — +co hat.

Beispiel 3: (Wachstum einer Pflanze)

Die Wachstumsgeschwindigkeit einer Pflanze kann durch die Funktion f mit
f(t)=2778+-10"-t*-0,0035-12+0111-t; 05t=50

modelliert werden (t in Jahren seit der Pflanzung; f(t) in Meter pro Jahr).

Welche Hohe hat die Pflanze naherungsweise nach 20 Jahren, wenn der Setzling bei
der Pflanzung 20 cm hoch war?

Losung:
Fiir die Héhe nach 20 Jahren gilt:

20
F(20)=0,2 + [ (2,778 -10% - £~ 0,035 - £ + 0111 - )t .
0

Mit dem GTR erhélt man F(20) = 14,18.
Nach 20 Jahren ist also die Pflanze rund 14,20 Meter hoch.



