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Quellen

• Lehrpläne und Richtlinien des Landes 
NRW für Gymnasien und Gesamtschulen

• Lambacher Schweizer: „Mathematik für 
Gymnasien“, Klett (für die Klassen 5-9)

•  „Zahlbereiche Eine elementare 
Einführung“, F. Padberg et al., Spektrum 
Verlag 1995.
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Inhalt
• Zahl(-bereiche)

– „Fachwissenschaftliche“ Grundlagen
– Negative Zahlen in Klasse 5 (Gy G8) bzw. Anfang 6 

(Ge)
– Brüche in Klasse 6 (Gy G8) bzw. Grundvorstellungen 

schon in Klasse 5 (Ge)
– Reelle Zahlen in Klasse 8 (Gy G8) bzw. Klasse 9 (Ge)

• Funktionen
– Lineare Funktionen (Klasse 7)
– Quadratische Funktionen (Klasse 8+9)
– Wachstumsprozesse (Klasse 9) bzw. 10 (Ge)
– Wichtige Begriffe in Hinblick auf die Analysis
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Kleine Übung:

Wie erklären sie den 
Zusammenhang zwischen den 
verschiedenen Zahlbereichen? 
(N, Z, Q, R, …)
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Zahlbereiche: algebraische Grundbegriffe

• Halbgruppe: (M,•)
– Abgeschlossen
– Assoziativgesetz gilt

• Monoid
– Halbgruppe mit 

neutralem Element
• Gruppe

– Monoid
– Inverses exisitiert
– Falls kommutativ: 

abelsch

• Ring: M(•,+)
– M(+) abelsche Gruppe
– M(•) assoziativ
– Distributivgesetz gilt: 

a,b,c ε M: 
a•(b+c)=a•b+a•c

• Körper: M(•,+)
– M(•) und M(+) 

abelsche Gruppe
– Distributivgesetz gilt
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Zahlbereiche II
Wir verstehen im folgenden die 
0 als in N enthalten.

(N,+) und (N,·) sind Monoide 

Z entsteht aus N, indem man 
negative Zahlen als Inverse 
bezüglich der Addition 
konstruiert. (Z,+) ist eine 
abelsche Gruppe, (Z,·) ist ein 
Monoid 

Z ist ein Ring 

Die Menge der Brüche oder 
rationalen Zahlen Q entsteht 
aus Z durch Hinzunahme der 
Inversen bezüglich der 
Multiplikation. 
(Q,+) und (Q\\{0},·) sind 
abelsche Gruppen. 
Addition und Multiplikation sind 
distributiv
Q ist ein Körper
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Zahlbereiche III
Die Menge der reellen Zahlen R 
entsteht aus Q durch topologische 
Vervollständigung: 
Eine reelle Zahl ist eine 
Äquivalenzklasse aus Cauchy-
Folgen. R ist ein Körper. 

R ist ein geordneter Körper, d.h. 
ein Körper zusammen mit einer 
Ordnungsrelation „< “, die mit 
Addition und Multiplikation 
verträglich ist. 

N.B. Man kann zwischen 
algebraischen und transzendenten 
Irrationalzahlen unterscheiden…

Die Menge der komplexen Zahlen 
C besteht aus Paaren reeller 
Zahlen (a,b), die in der 
Schreibweise a+bi mit i·i = -1 den 
üblichen Rechengesetzen 
genügen.  

C ist ein Körper – aber nicht 
geordnet! In C ist jede 
algebraische Gleichung auflösbar. 

Quaternionen sind darüber hinaus 
erweiterte Zahlbereiche, die nicht 
mehr kommutativ bezüglich der 
Multiplikation sind . 
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Klasse 5 (G8)
• Lehrplan: Einführung der 

ganzen Zahlen
– „Begriff“ der ganzen Zahl
– Rechnen in Z (noch keine 

Division)

• Notwendigkeit den 
Zahlbegriff zu 
erweitern:
– Temperaturen „unter 

Null“
– Schulden
– Geografie („Höhe unter 

NN“)

neuer Begriff: 
„Vorzeichen“ (-5)

und:
„Negative Zahlen sind
kleiner als positive
Zahlen…“
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Rechnen in Z 
• Addition und 

Subtraktion in Z:
Veranschaulichung an 
der Zahlengeraden 

„Schuldschein be-
kommen…“

• Bei Mult. und Div. 
Über folgendes 
Argument:

• 3 ∙  2  = 6
• 3 ∙  1  = 3
• 3 ∙  0  = 0
• 3 ∙ (-1)= ?
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Kleine Übung II

Wie erklären sie die Regel 
„Minus mal Minus = Plus“?
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Rechnen in Z II
 3·(-1) = -3
 2 ·(-1) = -2
 1 ·(-1) = -1
 0 ·(-1)  =  0
 -1 ·(-1) =  ?

→ “Minus mal Minus 
= Plus”

• Die Anwendung der 
Regeln erfolgt an-
schließend „me-
chanisch“:

i. +(-n) = -n
ii. -(-n) = +n
iii. Bei der Punktrechnung 

ist das Ergebnis negativ, 
wenn eine der Zahlen 
negativ ist…
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Brüche in Klasse 6 (nach LS)
• Einführung über „Anteil 

von…“
etwa: 4 Personen teilen 

sich 3 Pizzen

Neue Begriffe: 
Zähler (zählt, wie viel aufgeteilt wird)
Nenner (nennt, an wie viele aufgeteilt wird)

4
3
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Visualisierung von Brüchen

Wichtig: keine Fixierung 
auf Kreisbilder…

• Hier schließen sich 
schwierige Fragen 
der Bruchrechen-
didaktik an…

Der Tank fasst 60l. Wie viel sind 
im Tank, wenn er ⅓ voll ist?
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Leitbild: Ganze Zahlen, Brüche und 
Dezimalbrüche sind Punkte auf der 
Zahlengeraden…
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Reelle Zahlen (Klasse 8)
• Aus der 6 sind periodische 

Dezimalbrüche bekannt
• Man zeigt: jeder Bruch kann als 

abbrechender oder periodischer 
Dezimalbruch geschrieben werden!

• z. Bsp. 0,10100100010000100000… ist 
jedoch ein nichtperiodischer 
Dezimalbruch!

• Diese Zahl ist nicht als Bruch darstellbar! 
Neuer Begriff: „irrationale Zahl“

1,0
9
1 =
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Reelle Zahlen II (8. Klasse)
• Beachte: die Summe 

zweier irrationaler Zahlen 
kann wieder rational 
sein…

• Einführung der Wurzel 
und Intervallschachtelung 
zu ihrer näherungsweisen 
Bestimmung

• Irrationalitätsbeweis von p
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Reelle Zahlen in Klasse 8 II
• Heuristische 

Einführung von π
• Idee der 

näherungsweisen 
Bestimmung…

    in der Schule 
schwierig…
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Pi in der Schule



Oliver Passon Zahl und Funktion 21

Zusammenfassung: Zahlbereiche 
in der Schule

• „neue Zahlen“ (Z, Q, R) werden im wesentlichen 
geometrisch gedeutet („Punkte auf der Zahlengeraden“)

• Mit dem „Permanenzprinzip“ (Hankel, 1867) können die 
Rechenregeln begründet werden

• Die zugrunde liegenden algebraischen Strukturen (vor 
allem: Inverse und Distributivität) stehen nur bei der 
Umformung von Gleichungen im Hintergrund (d.h. 
werden kaum explizit thematisiert…)

• Auch hier ist die Spannung zwischen „verstehen“ und 
„Kalkül“ bzw. „Produkt“ und „Prozess“ deutlich!

• In Hinblick auf die Analysis ist von Interesse, dass mit 
der Intervallschachtelung von Irrationalzahlen die Idee 
der Approximation (oder sog. Grenzwert) bereits 
angedeutet wird.
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Der Funktionsbegriff
• Ab Klasse 7 Behandlung von 

„Zuordnungen“, Wertetabellen

LS, Klasse 8 (Gy G8)
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LS, Klasse 8 (Gy G8)
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LS, Klasse 8 (Gy G8)
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Kleine Übung III

Was „ist“ eine Parabel?
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Exkurs: Funktionen
Was ist eine Parabel?

• Der Graph einer 
quadratischen Funktion: cbxaxxf ++= 2)(

Rene Descartes (1596-1650)
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Was ist eine Parabel? II

Ein Kegelschnitt

Die Menge aller Punkte, die von einer gegebenen 
Geraden („Leitgerade“) und einem Punkt („Brennpunkt“)
Den selben Abstand haben



Oliver Passon Zahl und Funktion 28

Was ist eine Parabel III

Sperrungsrechteck und Ordinaten-Quadrat sind gleich groß! 
Griechisch: παραβάλλειν (paraballein) 
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Klasse 9: Parameter  

• Unterschied zwischen Parameter und Variable. 
Entscheidend für die Analysis: 1' )()( −⋅== nn xnxfxxf

LS, Klasse 9 (Gy G8)
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Klasse 9: „Optimierungsaufgaben“

LS, Klasse 9 (Gy G8)
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Zusammenfassung: Funktionsbegriff

• Ausgehend vom Zuordnungsbegriff wird ab der Klasse 8 
stärker formalisiert (Funktionsschreibweise, …)

• f(x) – Schreibweise betont den Unterschied zwischen 
abhängiger und unabhängiger Größe

• Parameter und Variablenbegriff müssen sauber 
unterschieden werden

• Ein schlecht verstandener Funktionsbegriff führt aller 
spätestens dazu, dass die Kettenregel für immer 
mysteriös bleibt…

• Während der „algebraische Zahlbegriff“ in der Schule 
geometrisiert wird, findet eine „Algebraisierung“ von 
Kurven und Figuren statt…
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Grundlagen für die Analysis aus der Sek I:

• Die SuS haben eine geometrische Deutung des 
Zahlbegriffs bis hin zu den reellen Zahlen

• Bei den irrationalen Zahlen ist ihnen auch die 
Idee der „beliebig genauen“ Approximation 
begegnet (→Grenzwertbetrachtungen).

• Die Schüler kennen Zuordnungen bzw. 
Funktionen zur Beschreibung von 
Veränderungen bzw. von Zusammenhängen 
zwischen Größen
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