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1 Einleitung

Vor knapp vierhundert Jahren unternahm ein vielseitig interessierter und
engagierter Mathematiker den Versuch den Rauminhalt von Weinfdssern zu
berechnen. Der deutsche Naturphilosoph, Mathematiker und Astronom, Fried-
rich Johannes Kepler, hatte sich bereits mit vielen bahnbrechenden Werken
einen Namen gemacht. Sein Interesse an einer nachpriifbaren Berechnung des
Fassvolumens ergab sich aus seinem Misstrauen gegeniiber der bisher gingi-
gen Weise, das Volumen anhand der Fassdiagonale zu bestimmen. 1615 verdsf-
fentlichte er seine Ergebnisse in der Stereometria Doliorum Vinariorum, die als
keplersche Fassregel in die Geschichte eingingen.! Ein erkenntnisférderndes El-
ement der Entstehungsgeschichte dieser Fassregel liegt in einem Blick auf die
Person und den Kontext ihres Schaffens begriindet. Der Berechnung lag ein
aktuelles und praktisches Problem zugrunde. Kepler ging es nicht darum eine
moglichst abstrakt-theoretische Formel herzuleiten, sondern darum die Nach-
priifbarkeit und Nachvollziehbarkeit seiner Berechnungen in den Vordergrund
zu riicken. Dieses Element ist es, das auch heute einen jeden Lehrer leiten sollte.
Ziel der Oberstufenmathematik soll es sein, in den Schiilern ein Versténdnis fiir
innermathematische Dinge auf einer moglichst anschaulichen und praktischen
Ebene zu wecken. Diese Ausarbeitung behandelt in Kontinuitéit dieser Zielaus-
richtung die Fragestellung, inwiefern der Lehrplan in den letzten Jahren und
Jahrzehnten im Hinblick auf die Anwendung der Integralrechnung einer posi-
tiven Verstédndnisentwicklung oder aber einer erschwerenden Verkomplizierung
folgt. Als Untersuchungsgrundlage soll das Lehrbuch Lambacher Schweizer die-
nen.

2 Quantitative Entwicklung
des Lambacher Schweizers

Ein Vergleich verschiedener Auflagen des Lambacher Schweizers aus den
Jahren 1958, 1990 und 2001 liefert interessante Ergebnisse. Bereits ein Blick in
das jeweilige Inhaltsverzeichnis gewihrt einen Einblick in die Entwicklung der
Integralrechnung im Unterricht in den letzten fiinfzig Jahren. Wihrend in der
Ausgabe des Jahres 1958 noch eine klare Linie zwischen Differentialrechnung
und Integralrechnung gezogen wird, verschwimmt diese Unterscheidung mehr
und mehr in den spéteren Auflagen. So lisst sich zwar keine exakte Quan-
titdtsuntersuchung anstellen, dennoch wird eine Tendenz sichtbar. In der 58er
Auflage werden dem Thema der Differentialrechnung in vier Kapiteln etwa 100
Seiten, dem der Integralrechnung in zwei Kapiteln hingegen nur knapp 40 Seiten

IFiir einen ausfithrlicheren Hintergrund vgl.: Keppler, Johannes: Neue Stereometrie der
Fasser. Leipzig 1908.



gewidmet. Schriinkt man die Sicht lediglich auf das Kapitel der Anwendung der
Integralrechnung ein, bleiben hierfiir nur 22 Seiten. Das Thema der Differen-
tialrechnung wird in der Auflage von 1990 noch breiter ausgefiihrt. So wird
iiber einen teils wiederholenden funktionalen Einstieg und iiber den Begriff des
Grenzwertes an die Differentialrechnung herangefiihrt. Diese wird in einem breit
angelegten Kapitel zur Untersuchung ganzrationaler Funktionen gefestigt, bis
schlieflich nach etwa 140 Seiten ein 30seitiger Einstieg in die Integralrechnung
erfolgt. In den beiden folgenden Kapiteln steht ein wechselseitiges Anwenden
von Differential- und Integralrechnung im Blickfeld, wobei ein klarer Schwer-
punkt auf die Anwendung der Differentialrechnung gelegt wird. Erst in einem
kurzen, angehiingten Kapitel zur Weiterfiihrung der Integralrechnung wird ein
zehnseitiger Uberblick tiber vertiefende Strukturen der Integration, iiber die
Substitution und die Produktintegration gegeben. Diese leichte, quantitativ
kaum feststellbare Zunahme von Integrationsinhalten im Lambacher Schweizer
bestétigt die Differentiation als dominierendes Thema der Schulanalysis und
stellt den vermehrten Versuch einer inhaltlich-strukturellen Verbindung beider
Themen dar. Dieser Verkniipfungsprozess von Differentiation und Integration
ermoglicht es in der Ausgabe von 2001 kaum noch eine quantitative Aussage
iiber die Vertretung beider Themen anzustellen. Der Einstieg in die Differential-
rechnung wird stark verkiirzt, sodass bereits noch im ersten Drittel des Buches
eine ausfiihrliche Einfiihrung in die Integralrechnung gegeben wird. Nach einem
inhaltlich verkniipfenden Kapitel zu Fxponentialfunktionen, folgt ein nochmals
knapp 20 Seiten umfassendes Kapitel zur Weiterfihrung der Integralrechnung.
Der inhaltliche Aufbau wird mit einem Kapitel zu Gebrochenrationalen und
trigonometrischen Funktionen abgerundet. So zeichnet sich diese Auflage durch
ein ausgewogenes Verhiltnis der beiden Hauptthemen der Analysis aus; dies of-
fensichtlich zu Ungunsten anderer Themen, wie zum Beispiel den Folgen und
Reihen, die 1958 noch einen nicht unerheblichen Teil des Analysisbuches in
Anspruch genommen haben.

Fin weiteres Phénomen, das sich in dem Vergleich der Inhaltsverzeichnisse
der verschiedenen Auflagen beobachten ldsst, ist die unterschiedliche Unter-
bringung der historischen Entwicklung des jeweils betrachteten Themas. Wie
bereits der Einstieg iiber Kepler verdeutlichen sollte, ist es zuweilen durchaus
sinnvoll und vielleicht sogar notwendig, fiir die Anniherung an ein neues Thema
einen geeigneten historischen Einstieg zu wiihlen. Nicht nur, dass auf diese Weise
ein Bezug zu anderen Fichern hergestellt werden kann, die Schiiler bekommen
auch eine Vorstellung von der Praxisrelevanz des Themas und haben damit
vielleicht eine bessere verstindnisorientierte Ausgangsbasis. Dieser Ansatz geht
in den Ausgaben von 1958 und 1990 verloren. In diesen erscheint ein historischer
Uberblick allenfalls als eine Art ,listiges Anhiéingsel’ am Ende des Buches. Dieses
wird von 1958 bis 1990 immerhin von zwei auf sechs Seiten ausgeweitet und
durch einige Abbildungen und Bilder von Newton und Leibniz aufgelockert.?
Erst in der Ausgabe von 2001 finden sich historische Beziige schon ,zwischen’
den Aufgaben. So tauchen an einigen Stellen im Buch kleine Kistchen auf, die

2Vgl.: Lambacher Schweizer: Analysis. Grundkurs. Stuttgart 1990, S. 252-258.



lediglich eine grobe Skizze des geschichtlichen Hintergrundes aufzeigen.? Eine
tatséichliche Verkniipfung vom mathematischen Problem und geschichtlichen
Hintergrund findet jedoch nur in den Mathematischen Ezkursionen am Ende
eines Kapitels statt, womit sie ihren Status eines Anhiingsels behalten.* So
legt der Aufbau aller drei Biicher die historischen Beziige allenfalls als nahezu
unnotige Ergéinzung zum Lehrstoff fest, nicht aber als erkenntnis- und versténd-
nisférderndes Element.

3 Qualitative Entwicklung
des Lambacher Schweizers

3.1 Integrieren heif3t Flichenberechnung

Geht man noch einen Schritt weiter iiber den Aspekt der Quantitét hin-
aus, riickt die Qualitit in den Vordergrund. Natiirlich ist der bisher beleuchtete
Wandel der inhaltlichen Struktur in der Praxis mit grofler inhaltlicher Schwer-
punktverschiebung verbunden. Die bereits angesprochene Verbannung der Fol-
gen und Reihen aus den Schulbiichern ist ein Produkt dieser inhaltlichen Ver-
schiebung. Fiir die Integralrechnung und speziell fiir ihre Anwendung liegt
hierin der Wandel, von der verstéindnistheoretischen Auffassung des Integrals
als Flidche, hin zur Rekonstruktion und zum Mitteln. Die betrachtete quanti-
tative Zunahme der Integralrechnung im Lambacher Schweizer bedingt einen
zunehmend breiteren Zugang zum Thema.

Betrachten wir unter diesem Aspekt noch einmal die Ausgabe von 1958. Dort
wird das Kapitel zur Anwendung der Integralrechnung mit folgenden Worten
eingeleitet:

Die Grundaufgabe der Differentialrechnung war das Tangentenpro-
blem. FEs fiithrte zum Begriff der Ableitung. Dieser Begriff war dann
der Schliissel zur Lisung zahlreicher anderer Aufgaben. Als Grund-
lage der Integralrechnung wird sich das Flichenproblem erweisen,
d.h. die Aufgabe, den Flacheninhalt eines beliebigen ebenen Fldchen-
stiicks zu bestimmen. Diese Aufgabe wird zu einem neuen Grundbe-
griff, dem bestimmten Integral, fithren. Mit seiner Hilfe lassen sich
dann wieder zahlreiche weitere Aufgaben lésen, so z.B. die Bestim-
mung von Rauminhalten, Bogenlingen, Oberflichen, Schwerpunkten

usw.5

Es sticht hervor, wie das Integral auf den Begriff der Fliche festgelegt wird.
Dabei wird das Integral als Flidche unter einer Funktion f aufgefasst. Es ist

3Vgl. beispielsweise den sehr knappen Einschub zu Leibniz und Newton, in: Lambacher
Schweizer: Analysis. Grundkurs. Stuttgart 2001, S.69.

480 zum Beispiel die Exkursion zu den Prinzipien von Cavalieri oder zur Fassregel von
Kepler, in: Ebd., S.82f, 138f.

LS 1958, S.150.



somit moglich verschiedenste Aufgaben zu 16sen. Beginnt man mit einfachsten
linearen Funktionen, wird die Integration iiberfliissig, da Rechtecks-, Dreiecks-
oder Trapezflichen problemlos berechnet werden kénnen, ohne den Begriff des
Integrals zu kennen. Anwendung findet daher die Integration bei Funktionen
hoheren Grades. Doch auch Volumina von Rotationskérpern lassen sich mit
Hilfe des Integrals berechnen. Hierfiir wird eine stetige Funktion betrachtet, so
dass durch Rotation der Fliche szischen dieser Funktion f und der x-Achse ein

Korper mit dem Volumen V = 7 [(f(x))?dx entsteht.
a

Beispiel 1:
a) Leite die Formel zur Volumenberechnung eines Kegels her.

Lésung:

Liisst man ein rechtwinkliges Dreieck, von b Fix)
dem eine Kathete auf der x-Achse liegt, um
diese Achse rotieren, so entsteht ein Kegel
Bild 244/1)

Die Funktion f hat die Steigung © und ihr

Graph geht durch den Ursprung. Daher ist

fx) =% x umd man erhilt
I

}fl X "el'.l. Bild 24470 0 Ein Kepel als Rolationskdnmer

Daher gilt fiir das Kegelvolumen V =2 fi. B

b) Leite die Formel zur Volumenberechnung einer Kugel her.

Lésung: Verfahre wie oben, wobei der Querschnitt ein Kreis mit Radius r ist,
dessen Mittelpunkt im Ursprung liegt: 22 + y? = r? = y = /1?2 — 22.
Es ergibt sich das Kugelvolumen:

T
V=nr[(r?—a%)de=7x[r?z — 32%" = 7(3r3 + 2r3) = 303,
-

-r

6 Cornelsen: Mathematik. Analysis, Berlin 2001, S.244.



Beispiel 2:7

Ein Fass hat die Hshe h = 1,2 m und die Radien » = 0,80 m und R = 1,0 m.
Bestimmen Sie sein Volumen V. Wihlen Sie dazu ein geeignetes Koordinaten-
system und bestimmen Sie eine quadratische Funktion f, iiber deren Graph Sie
das Fass als Rotationskorper erhalten.

Schnitt durch die
Mittelachse

g

Lésung: Man wihlt das Koordinatensystem so, dass der Ursprung im Mit-
telpunkt des Fasses und die Mittelachse des Fasses auf der x-Achse liegt. Bei

der Langeneinheit 1 m erhdlt man f mit f(z) = —222 + 1, und fir V (in m?)
0,6

gilt V=m [ (f(z))?de = 587 ~ 3,2974.
—0,6

Viele Beispiele mehr lieflen sich an dieser Stelle anfiihren, die verschiedenste
Probleme behandeln. Auf dieser Art der Aufgabenstellung, eben auf dem Zu-
gang das Integral als Fliche aufzufassen, liegt der Schwerpunkt im Lambacher
Schweizer von 1958. Bei genauerem Hinsehen, fallen durchaus einige Rekon-
struktionsaufgaben unter der Uberschrift Weitere Anwendungen ins Auge, das
Mitteln jedoch erfihrt keine Beachtung.

3.2 Integrieren heif3t Rekonstruktion

Ein Blick auf die Ausgabe von 1990 lisst einen deutlichen Zuwachs an
Rekonstruktionsaufgaben erkennen. So findet sich insbesondere unter der Uber-
schrift Physikalische Beispiele in geometrischer Deutung eine Vielzahl an Auf-
gaben, die gerade das Integral als Rekonstruktion stark machen. Doch wird
hierbei auch sehr deutlich, dass es nicht um einen vollig neuen Bereich der In-
tegration geht. Die Flidchenberechnung wird nicht ersetzt, sie wird lediglich
umgedeutet. Es geht um den Zugang zum Thema. Es geht darum, den Begriff
der Integration nicht auf das Losen geometrischer Probleme zu beschrinken,
weiterhin liegt den Aufgaben die Berechnung einer Fliche zugrunde, so wie

LS 2001, S.126.



es in obigem Zitat vorgestellt wurde. Die Idee der Rekonstruktion ist es, die
,urspriingliche’ Funktion f wiederherzustellen ausgehend von der momentanen
Anderungsrate f’. Hiufige Beispiele, die hierbei betrachtet werden, sind die
Rekonstruktion von einer Geschwindigkeit zum Weg oder aber von einer ver-
richteten Arbeit zu einer Kraft.

Beispiel 3:

Eine Forschungsrakete soll mithilfe eines Fallschirms innerhalb von 20s von etwa
130km/h auf etwa 22km/h abgebremst und zur Landung gebracht werden. Nach
einer Modellrechnung gilt dabei fiir ihre Geschwindigkeit: v(t) = 2t* — 3t + 36
(0 <t <20; tin s, vin m/s). Welche Streckenléinge durchféllt die Rakete
withrend der Bremsphase? (Hinweis: 1m/s = 3,6km/h)

Lésung: Fiir die durchfallene Strecke gilt:
20

s= [ (36> — 3t +36) dt = [ 4> — 32 + 36t])" = 520.
0
Die Rakete durchfillt 520m.

Auch in dieser Ausgabe des Lambacher Schweizer wird der Begriff des Mittelns
im Umfeld der Integration nicht verwendet. Diesem wird erst in der Auflage
von 2001 ein Unterkapitel gewidmet.

3.3 Integrieren heif3t Mitteln

In der jiingsten dieser Ausarbeitung zugrunde liegenden Auflage des Lam-
bacher Schweizers steht, neben einer Vielzahl an Aufgaben zur Flichenberech-
nung, ein nicht minder grofles Repertoire an Aufgaben zur Rekonstruktion zur
Verfiigung. Es wird darauf geachtet, ein grofles Spektrum an Anwendungsge-
bieten der Integration abzudecken. Doch dariiber hinaus widmet sich ein Un-
terkapitel allein dem Prinzip des Mittelns im Kontext der Integration. So wird
an dieser Stelle eine Definition geliefert und, neben den Einfiihrungsbeispielen,
eine sehr begrenzte Anzahl an Ubungsaufgaben angeboten. Dem Lambacher
Schweizer folgend, versteht man unter dem Mittelwert m der Funktionswerte

b
einer stetigen Funktion f auf einem Intervall [a;b] das Integral ;L [f(z)dx

iiber f auf [a;b].% Auch hierbei wird jedoch wiederum an das geometrische
Verstindnis angekniipft:

Anschaulich ist der Mittelwert m der Funktionswerte von f auf [a; b]
die Breite eines Rechtecks, welches dieselbe Linge und denselben In-
halt hat wie die Fliche zwischen dem Graphen von fund der x-Achse
iiber dem Intervall [a; b].”

8LS 2001, S.127.
9Ebd.
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Beispiel 4:!°
Bestimme fiir f mit f(z) = e den Mittelwert m der Funktionswerte auf [—1; 1].

1
Lésung: Fiir den Mittelwert m gilt: m = ﬁ [etde = L[e”]L) = $(e— 1)~
“1

1,175.

So hat sich also innerhalb der letzten 50 Jahre, auf der Grundlage einer
quantitativen Verschiebung im Lambacher Schweizer zugunsten der Integral-
rechnung, der rein geometrische Zugang zur Integration gewandelt. Im Lam-
bacher Schweizer von 2001 stehen drei Prinzipien fiir die Auffassung des Inte-
grals nebeneinander. Damit wird der Versuch unternommen, ein tieferes Ver-
stdndnis fiir die mathematischen Hintergriinde der Integration zu wecken und
ihre vielfachen Anwendungsmoglichkeiten vorzustellen. Das Integral bleibt als
die Fliche unter einer Funktion, doch die unterschiedliche Interpretation dieser
Fliche soll den Einstieg erleichtern. Dem Schiiler soll die Moglichkeit gegeben
werden, iiber den Zugang ins Thema zu finden, der ihm am vertrautesten ist,
der ihm die Moglichkeit gibt, einen Bezug zum Thema zu bekommen.

4 Integralrechnung im Zentralabitur

Nach dieser vergleichenden Ubersicht iiber die Entwicklung der Integra-
tion in 50 Jahren Verlaufsgeschichte am Beispiel des Lambacher Schweizer, soll
nun, neben dem Schulbuch, noch ein entscheidendes Element in die Analyse
aufgenommen werden. Das im Jahr 2007 eingefiihrte Zentralabitur ermoglicht
einen Blick auch auf die Anforderungen, denen die Schiiler schlielich gerecht
werden miissen. So sollen an dieser Stelle die Vorgaben und die Art der Auf-
gaben fiir das Zentralabitur Gegenstand der Betrachtung sein. Im Fokus steht
dabei die Einbettung der Integration in Zentralabituraufgaben. Zunichst die

10Ebd.
Djeser Punkt soll bewusst kurz gehalten werden, da er an anderer Stelle gesondert betra-
chtet wird.



Vorgaben beriicksichtigend, fillt in der Unterscheidung von Grund- und Leis-
tungskurs lediglich das Hinzunehmen der Integrationsregeln — also der Partiellen
Integration und der Substitution'? — fiir den Leistungskurs auf. Sowohl im
Grund- als auch im Leistungskurs sollen Wirkungen untersucht und Flichen
berechnet werden. Dem Mitteln wird in diesem Zusammenhang keine Bedeu-
tung geschenkt.'® Zu jeder eingereichten Abituraufgabe gehort auch ein stich-
punktartiger Uberblick, der die inhaltlichen Schwerpunkte grobskizziert und den
Bezug zu den jeweiligen Vorgaben herstellt. So gab es auch im Jahr 2009 eine
Abituraufgabe, die unter anderem genau diese beiden Bereiche — Flichenberech-
nung und Wirkungsuntersuchung (Rekonstruktion) — beinhaltete.*

5 Schlussbetrachtung

Im Kontext der anfangs formulierten Frage, ob in der Entwicklung des
Lehrplans in Bezug auf die Integration ein positiv verstéindnisorientierter oder
ein erschwerend verkomplizierender Prozess begriindet liegt, lassen sich die Er-
gebnisse noch einmal im Zusammenhang betrachten. Der quantitative Zuwachs
an Integrationsinhalten im Analysis-Unterricht ermoglicht ein tieferes Eindrin-
gen in die Materie. Wie gezeigt wurde, hat der Umfang der Integralrechnung
in den letzten 50 Jahren vergleichsweise stark zugenommen. Dies bedingt zum
Einen ein breiteres Feld an Ubungsaufgaben, nicht nur um ein Kalkiil zu entwick-
eln, das sich bei geniigend Ubung bei jeder Art von Aufgabe einstellen wird, son-
dern auch um ein tieferes Versténdnis davon zu bekommen, was passiert. Dazu
gehort zum Anderen jedoch auch, dass eine grofiere Auswahl von Aufgaben-
typen zur Verfiigung steht. Die Varianz der Aufgabentypen (Qualitéit) gepaart
mit einer gewissen Menge an Aufgaben (Quantitét), sollte auf die Dauer sowohl
und in erster Linie zum Verstéindnis beitragen, als auch sodann zum kalkulier-
baren Umgang mit der Materie. Dabei steht das Kalkiil jedoch nicht zwingend
in der Folge des Verstédndnisses. Mag es auch Schiiler geben, die zuerst verstehen
und aufgrund dessen ein Kalkiil entwickeln, so reagiert ein Grofiteil der Schiiler
doch eher auf das Kalkiil und verlagert den Verstehensprozess in den Bereich des
Unwichtigen. Dem entgegenwirken soll die Varianz der Aufgabentypen. Miissen
die Schiiler sowohl die Flichenberechnung, als auch die Rekonstruktion und
womdglich in einem dritten Ansatz auch noch das Mitteln mit Hilfe der Integra-
tion beherrschen, so wird in gewisser Weise der Kalkiilbildung entgegengewirkt.
Der verstéindnisorientierte Ansatz steht im Vordergrund. Von Nachteil kann sich
dies allerdings fiir schwache Schiiler auswirken, die auf ein Kalkiil angewiesen
sind und dem Reduzieren aller drei Probleme auf eine Flichenberechnung nicht
gewachsen sind. Fiir solche mag die ausfiihrlich behandelte Aufgabenvarianz

12Fiir das Herleiten und Einbringen der Integrationsregeln im Unterricht, vgl. Anhang 1.

13Vgl. http://www.standardsicherung.schulministerium.nrw.de fiir die Vorgaben fiir das
Zentralabitur 2010.

14Vgl. hierzu Anhang 2.



eher ein Hindernis, denn eine Hilfe sein. Es liegt hierbei in der Verantwortung
des Lehrers iiberlegt abzuwigen, in wie weit es dem Schiiler moglich ist ein
Verstéindnis zu entwickeln. Die Aufgabe die Schiiler so an die Integralrechnung
und ihre vielseitigen Anwendungsmoglichkeiten heranzufiihren, dass bei jedem
einzelnen ein gewisses Mafl an Verstéindnis nachzuweisen ist, ist sicher keine
leichte. Dennoch ist der Weg, der diese Aufgabe erfiillt, gangbar und auf der
Grundlage der verschiedenen verstindnisorientierten Einstiegsmoglichkeiten in
das Thema insgesamt vereinfacht worden.



Anhang
1. Anhang: Integrationsregeln'®
1.1 Partielle Integration

Aus der Produktregel kann ein Verfahren zur Bestimmung von Integralen gewon-
nen werden. Wenn f=u-v z f’ = v'v + wv’, dann

ff dx—fu dm+fu (x)dz.

Wegen ff )dz = [f(2)]; = [u(@)v(@)]; gilt

Satz 1: Sind u und v auf dem Intervall [a; b] differenzierbare Funktionen mit stetigen Ablei-
tungsfunktionen u’ bzw. v’, so gilt

b b

Ju@) v dx = [uE)- v - [0/ vEdx (Produktintegration)

a a

Idee zur Einfiihrung:

fi(x) [= e’ #] - Xapt

1]
f—
o

x
>

1 i
| #(x) dx +| [x-exdx
0 o

Neugier wecken mit:

b b
fl” Jdz = [(In(2)) - 1dz = [(in(x)) - 2]y — [ - 2dz = [(In(x)) - z]; — [2] =

a

(tn(@)) -z — al

15Dieser Anhang baut auf der Einfiihrung der Integrationsregeln im Lambacher Schweizer:
Analysis. Leistungskurs, Stuttgart 2002 auf.

10



1.2 Substitution

Hier bildet die Kettenregel die Grundlage. Sei F eine Stammfunktion von f und
g differenzierbar.

Wenn H(z) = Flg(2)) — H'(x) = F/(g(2))g'(x) = f(g(x))g/(x), dann
b g(b)
[ lo(@)) 5/ )to = (Flo@)ls = Fa®) - Flo(e) = FEL = T 16

Von links nach rechts gelesen:

Bei der Integratlon durch Substitution wendet man die folgende Integrationsformel an:
2(b)

J flg(x) g'x)dx= [f(z)dz.
g(a)

Von rechts nach links gelesen:

Bei der Integration durch Substitution der Integrationsvariablen wendet man die
folgende Integrationsformel an:
g(b)
j f(x)dx = [f(g(1) g'(t)dt.
g(a)

1.3 Beispiel:

1
2
. . 1
Bestimmen Sie bf T—da

Losung:
Substitution: z = g(t) = sin(¢)
Ableitung: ¢'(t) = cos(t)
Umrechnung der Grenzen: Aus sin(t) = 0 folgt t; = 0;
aus sin(t) = 1 folgt t5 =

s
g.
Durchfiihren der Integration:

o=

I
=
[=FeNE

Il

%
_ o _
\/1 —d f\/l O - cos(t)dt = {Cos(t) cos(t)dt = [1dt

ol

11



2. Anhang: Abituraufgabe aus dem Zentralabitur 20096

Abiturpriifung 2009
Mathematik, Leistungskurs

Aufgabenstellung

Im Rahmen eines Schulprojektes fiihren Schiilerinnen und Schiiler unterstiitzt durch die Polizei
eine Geschwindigkeitskontrolle durch. Auf einem 6 km langen Stiick Landstrafe werden nach
Kilometer 1, 3 und 6 die Fahrzeiten gemessen. Die Messstrecke beginnt an einem Stoppschild;
die zuldssige Hochstgeschwindigkeit auf der Landstrafe betrdgt 100 km/h. Ihre Messergebnisse
haben die Schiilerinnen und Schiiler in der folgenden Tabelle festgehalten:

Messung am Stoppschild Messung 1 Messung 2 Messung 3
Zeitpunkt ¢ in Minuten 0 1 2 4
Zurtickgelegter Weg s(t) in km 0 1 3 6

b
Die Funktion s(t) beschreibt den zuriickgelegten Weg /_
vom Zeitpunkt 0 bis zum Zeitpunkt t. s //;

! /
Die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t ist v(t) und die
Beschleunigung zum Zeitpunkt t wird mit a(t) bezeichnet. % /
Esgilt: s(t)=v(t) und v(t)=a(t)

b) (1) Geben Sie die Gleichung der Geschwindigkeitsfunktion v an und priifen Sie, ob der
Fahrer am Stoppschild tatsdchlich gehalten hat.

(2) Priifen Sie, ob er die zuldssige Hochstgeschwindigkeit von 100 km/h eingehalten hat.

(3) Geben Sie die Gleichung der Beschleunigungsfunktion a an. Berechnen Sie den
Inhalt der Fldche zwischen dem Graphen von a und der t-Achse tiber dem Intervall
[0; 2]. Vergleichen Sie diesen Wert mit dem Wert v(2) und interpretieren Sie die
Differenz. (17 Punkte)

16 Aufgerufen am 05.01.2010 auf: http://www.standardsicherung.schulministerium.nrw.de/abitur-
gost/fach.php?fach=2.
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Losung zu Aufgabenteil b) (3):

(3) Die Beschleunigungsfunktion a hat die Gleichung a(t)=v(r)=—t+2.

Der Graph von a hat eine Nullstelle in ¢ = 2.

Fiir die Fldche zwischen dem Graphen von a und der t-Achse gilt also:

A=a(ndt = |(-t+2)dt :[%E +2f} =2
! !

0
Damit schlief8t der Graph von a mit der t-Achse im Intervall [0;2] eine Fliche mit

2 FE ein.

Die Geschwindigkeitsfunktion liefert an der Stelle t = 2 den Wert v(2) = 2% (vel. b(2)).

2
Mit dem Integral J a(t)dt =2 wird hier die Zunahme der Geschwindigkeit im Zeitraum
0

von t = 0 bis t = 2 berechnet. Da aber das betrachtete Fahrzeug beim Start der Messung

bereits eine Geschwindigkeit von 1/6 Kilometer pro Minute besaR, ergibt sich folglich
1 1

v(2)= ZE: 2+€.

Die tatsdchliche Geschwindigkeit ergibt sich in allen Fallen als Summe der Anfangs-

geschwindigkeit bzw. des Anfangswertes und des Wertes des Integrals iiber a im Inter-

vall [0;2].
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