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EinflUhrung zum Kapitel
~Anwendung der
Integralrechnung™ im
Lambacher Schweizer von
1958:

,,AIs Grundlage der Integralrechnung wird sich

das Flachenproblem erweisen, d.h. die Aufgabe,

den Flacheninhalt eines beliebigen ebenen
Flachenstlcks zu bestimmen. Diese Aufgabe
wird zu einem neuen Grundbegriff, dem
bestimmten Integral, fihren. Mit seiner Hilfe
lassen sich dann wieder zahlreiche weitere
Aufgaben l6sen, so z.B. die Bestimmung von
Rauminhalten, Bogenlangen, Oberflachen,
Schwerpunkten, usw."

Lambacher Schweizer
von 1958:

-Integral als Flache
-Kaum Rekonstruktion
-Kein Mittelwert

Lambacher Schweizer
von 1990:
-Integral als Flache

-Rekonstruktion
-Kein Mittelwert

Lambacher Schweizer
von 2001:

-Integral als Flache
-Rekonstruktion
-Mittelwert

Integralrechnung im Wandel der Zeit



Prinzip: Integral wird als Flache unter einer Funktion f
aufgefasst.

Flachen- (bzw. Volumen-) A
berechnung im Bauwesen:
haufig verbunden mit dem
Vergleich verschiedener
Moglichkeiten (hinsichtlich
Materialaufwand)
Rauminhalte von
Rotationskorpern




Gruppe 1: Gruppe 2:

Leite die Formel zur Leite die Formel zur
Volumenberechnung Volumenberechnung
einer Kugel her. eines Kegels her.

Ein Fass hat die HOhe h = 1,2 m und die Radien ... cuen o

Mittelachse

r=0,80 mund R = 1,0 m. Bestimmen Sie sein
\Volumen V. Wahlen Sie dazu ein geeignetes
Koordinatensystem und bestimmen Sie eine
quadratische Funktion f, Gber deren Graph Sie
das Fass als Rotationskorper erhalten. Fig. |

LS 2001, S.126.



Lisst man ein rechtwinkliges Dreieck, von
dem eine Kathete auf der x-Achse liegt, um
diese Achse rotieren, so entsteht ein Kegel
(Bild 244/1).

Die Funktion f hat die Steigung ; und ihr

Graph geht durch den Ursprung. Daher ist __|
f(x) = xund man erhilt 0

P(x[f(x))

Bild 244/1: Ein Kegel als Rotationskérper

Daher gilt fiir das Kegelvolumen V =1 nr* /.

Cornelsen 2001, S.244.
9 a) Man wihlt das Koordinatensystem so, dass der Ursprung im Mittelpunkt des Fasses
und die Mittelachse des Fasses auf der x-Achse liegt. Bei der Léngeneinheit 1 m erhilt

man f mit f(x) = ——x2 + 1, und fiir V (in m3) gilt V = nj (f(x))2dx = %n 3,2974.
0.6

LS Lésungen 2001, S.105.

Zum Mitdenken 6
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Prinzip: Wiederherstellen der ,urspringlichen®™ Funktion f
ausgehend von der momentanen Anderungsrate f".

Haufige Verwendung im physikalischen
Zusammenhang:

Geschwindigkeit -> Weg

Verrichtete Arbeit -> Kraft

IYTTTTTI I T
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4.1 Physikalische Arbeit

Aufgabe 1  Gefillte Baumstimme koénnen mithilfe  F
von Traktoren aus dem Wald herausgezo-
gen werden. Ein Baumstamm rutscht da-
bei in Zugrichtung von einer Stelle a zu
einer Stelle b.

Wir nehmen an, dass der Traktor eine
konstante Kraft F auf den Stamm in Rich-
tung des Weges der Liange As=b —a aus-
iibt.

Fiir diesen Fall gilt fiir die verrichtete
Arbeit:

Arbeit = Kraft - Weg

Wt = Rk SatEAS

Die Arbeit kann als Flicheninhalt der Fliche unter dem Graphen der Funktion

Wegliinge — Kraft iiber dem Intervall [a: b], namlich des Rechtecks mit den Seiten-
langen F und As, gedeutet werden.

Elemente der Mathematik 2001, S.181f.

(Beispiel ;

Rekonstruktion 8




a)

Ein Segelflugzeug kann sich mit einer
Seilwinde in die Hohe ziehen lassen.
Auf den ersten Metern wird das Segel-
flugzeug iiber den Erdboden gezogen.
Bei unterschiedlicher Beschaffenheit
des Untergrundes ist die Kraft nicht
konstant. Jedoch haben Kraft und Weg
dieselbe Richtung. Der Graph der ste-
tigen Funktion Weglinge — Kraft ist
rechts abgebildet.

Berechne auch hier die Arbeit W, die
verrichtet werden muss, um das Flug-
zeug von a nach b zu ziehen.

F

vy

Elemente der Mathematik 2001, S.181f.



b) Zum Abschleppen eines Fahrzeugs
wird ein elastisches Abschleppseil be-
nutzt. Durch das Anfahren des Ab-
schleppwagens wird das Seil gespannt.
Die Kraft zum Spannen des Seils ist
nicht konstant, hat aber noch dieselbe
Richtung wie der Weg, denn angené-
hert gilt: Dehnt man das Seil vom ent-
spannten Zustand (s=0) um die Aus-
lenkung s, so wichst die Kraft F(s)
proportional zur Auslenkung s:
F(s)=D-s (D ist die Federkonstante). Der Graph der Funktion Weglinge
ist rechts abgebildet.

Berechne die Spannarbeit W, die der Abschleppwagen verrichten muss, um das
Abschleppseil von a nach b zu dehnen. F

» Kraft

=

Elemente der Mathematik 2001, S.181f.



Losung a) Wir zerlegen das Intervall [a:b] in kleine Teilinter-
valle der Linge As. Ist As hinreichend klein, so kann
man die Kraft F in den Teilintervallen hinreichend ge-
nau durch konstante Krifte F,, F,, F;, ... anndhern.
Das ist umso genauer moglich, je kleiner man As Fit)

Summe wihlt. Fiir die zu berechnende Arbeit W gilt (angend-
von hert): W=xF,-As+F,-As+...+F,-As
Produkten| Die Arbeit W wird umso genauer durch die Summe
rechts angegeben, je kleiner As gewihlt wird.
Die Summe kann auch als Flicheninhalt einer Treppenfigur gedeutet werden.
Nun ist der Flicheninhalt unter dem Graphen der Funktion umso genauer gleich
dem Flidcheninhalt der Treppenfigur, je kleiner As gewéhlt ist.
Daran erkennt man anschaulich: Die gesuchte Arbeit W kann gedeutet werden als
Flicheninhalt der Fliche unter dem Graphen von F von a bis b. Nach der geometri-

Fn‘

b
schen Definition des Integrals gilt also: W= [ F(s) ds

b) Nach dem Ergebnis von Teilaufgabe a) muss der Flicheninhalt der Fliche unter
dem Graphen der Funktion Weglinge — Kraft iiber dem Intervall [0; s| berechnet
werden. Diese Flidche ist ein Dreieck. Daher gilt:

W=%F(s)-s=%D-s-s=%Ds2

Elemente der Mathematik 2001, S.181f.

ispiel

Rekonstruktion 11
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Eine Forschungsrakete soll mithilfe eines Fallschirms
Innerhalb von 20s von etwa 130 km/h auf etwa 22
km/h abgebremst und zur Landung gebracht werden.
Nach einer Modellrechnung gilt dabel flr thre
Geschwindigkeit: v(t) =3/20t2 -3t + 36 (0 <t < 20;
tins, vinm/s). Welche Streckenlange durchfallt die
Rakete wahrend der Bremsphase?

(Hinweis: 1 m/s = 3,6 km/h)

Losung: S. 157 2 Fiir die durchfallene Strecke 2 gilt:
2 2(

20
/ 5 3 342 ) 120
s= [ (St2-3t+36)dt=|5;t' - 3t2+36t| =520
0

Die Rakete durchfallt 520 m.



Mit dem mittleren Funktionswert wird
Mittlerer Funktionswert in [a,b] der Flicheninhalt unter fals Rechteck realisiert.

1, (0) = (b—2a)- ()
Mittelwert ist Uber das Integral darstell
f(Xo)— l .(D)

grieren heif3t Mitteln

3 Aufgabentypen 13
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Di M kt Wir denken uns die Messwerte als
1€ 1 VIesspunkie diskrete Realisierung eines stetigen Verlaufs.

rieren heif3t Mitteln

3 Aufgabentypen 14
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y ==)
S n i
i \‘\\ 1 n
, | B = —Z_/’(.\',) (Auffassung als Funktionswert)
/ ‘ 1’ n
el 0
| i n
g - RN N I .y b—a "
- e = -z.]‘(.x,.) o S (Ubergang zu Flidchen)
P \ b — @ n
a X X X l
~ I,(D) (Ndherung durch das Integral)
Wir denken uns die Messwerte als /) —i6l

diskrete Realisierung eines stetigen Verlaufs.

Unter der Zahl rla |.(b) verstehen wir also den

Mittelwert der Fkt. f im Intervall [a,b]

u(1)===1,0)

N = -_— e v .



Mittelwerte von Funktionen

| Temperatur : 1  Aneinem Ort wurde mehrmals am Tage
- (in °C) die Temperatur gemessen. Fig. | zeigt das zu-
gehorige Stabdiagramm. Wie konnte man da-
mit eine mittlere Tagestemperatur bestimmen?

2 Ein Temperaturschreiber (Fig. 2) liefert
einen kontinuierlichen Verlauf der Temperatur.
a) Wie konnte man mit einem solchen Gra-
phen eine mittlere Tagestemperatur festlegen?
b) Welche weitere Moglichkeit fiir die Fest-
legung einer mittleren Tagestemperatur gibt
es, wenn der Verlauf der Temperatur sogar
durch den Graphen einer bekannten Funk-
tion angenihert werden kann?

Fig. 1 Fig. 2

grieren heif3t Mitteln

3 Aufgabentypen 16
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Sind n Zahlen z,, z,, ..., z, gegeben, so nennt man die Zahl m, = i(z, +Zy+ ...+ 2z, ihren

Mittelwert oder genauer ihr arithmetisches Mittel.

Die Bildung eines Mittelwertes soll nun auf die Funktionswerte f(x) einer auf einem Intervall

[a; b] stetigen Funktion f iibertragen werden.

Dazu teilt man das Intervall [a; b] in n Teil-

b—a

intervalle der Linge h = ein. Aus jedem

Teilintervall wird eine Stelle ausgewihlt
(Fig. 3); man erhilt so n zugehorige Funk-
tionswerte f(x,), f(x»), ..., f(x,). Bildet man
den Mittelwert m, dieser Funktionswerte und

ersetzt % durch bL_a , ergibt sich:
= 2(f(xp) + f(xp) + ... + f(x,))
= =(f(x))-h+ f(xp)-h+ ...+ f(x)-h).

Fiir n — oo gilt h — 0 und damit
b
1
M —= b_a [f(X) dx.

b
a

by

f(xs)

Integrieren heiBt Mitteli’

3 Aufgabentypen

17




b
b—ia If (x)dx der Mittelwert m der Funktionswerte von f auf [a; b].
a

Definition: Fiir eine auf einem Intervall [a; b] stetige Funktion f heif3t

!

X
|

O d

b

Fia A

Anschaulich ist der Mittel-
wert m der Funktionswerte
von fdie Breite eines

Rechtecks (Fig. 4), welches
dieselbe Linge und densel-
ben Inhalt hat wie die Fld-
che zwischen dem Graphen
von f und der x-Achse iiber
dem Intervall [a; b].

grieren heif3t Mitteln

3 Aufgabentypen
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Die Lunge eines Erwachse-

nen hat eine innere Ober- 4  Beieinem Atmungszyklus, der 5s dauert, gibt V (t) = -0,037-t3 + 0,152-t2 + 0,173 -t das

[fléiche von etwa 90 m® und

enthilt etwa 850000000 Volumen (in dm?) der Luft in den Lungen an zur Zeit t (in s). Bestimmen Sie das mittlere Volu-
Lungenbliischen. men der Atemluft in den Lungen wihrend eines Atmungszyklus.
Wind- S Eine Messung der Windgeschwindig-
geSChwmd'gke't g keit v (in 7*) an drei Tagen ergab die Tabelle
g von Fig. 2. Bestimmen Sie einen Mittelwert
50162000 > von v und v? fiir die Zeit zwischen 7% und
19%, indem Sie
™15 | 21| 36 \ a) das arithmetische Mittel bilden
13| 27| 30| 42 / b) zunichst ein.e Parabel 2‘. Ordnung. bestim-
men und von dieser Funktion den Mittelwert
199 30| 33| 24 \ berechnen.
Fig. 2 Hinweis: Windenergie ist proportional zu v
6  Ein Fahrzeug, das zur Zeit t=0s im Wi | B |
dritten Gang mit einer Geschwindigkeit von ! p—— —
4051‘:—’ fahrt, beschleunigt im gleichen Gang 75 T
und erreicht nach t= 12s seine Endge- /’
schwindigkeit von 85X . Bestimmen Sie 50 // S i

a) einen quadratischen Term fiir die Ge- —
schwindigkeit v (t) zur Zeit t fiir 0 =t = 12, 15
der den in Fig. 3 gezeigten Verlauf ergibt.

b) die mittlere Geschwindigkeit v des Fahr-
zeuges zwischen Os und 12s. 0 ! 1
¢) die Strecke, welche das Fahrzeug nach 125
gefahren ist. (Es gibt 2 Losungswege!) | % SO M S

Fig. 3




Partielle Integration

Aus der Produktregel kann ein Verfahren zur
Bestimmung von Integralen gewonnen werden
f=u-v = f'=u'v+uv'

[ £:00dx=[uGovx)dx+ [u(v'(x)d

Wegen f fr(x)dx=[f(X)]2 =[u(x)v(x)]> gilt

Satz 1: Sind u und v auf dem Intervall [a; b] differenzierbare Funktionen mit stetigen Ablei-

tungsfunktionen u’ bzw. v', so gilt
b b

[ u(x) v(x)dx = [u(x)-v(x)]':l - [u’(x)-v(x)dx. (Produktintegration)
a

a




Idee zur Einfihrung

f(x) = e H]  x.ef

1 1
Jf’(x) dx | = Je"dx + fx-e"dx
0 0 0

Neugier wecken mit fln(x)dx

f In( X)dlx = f (In( %)) -1dx = [(In( X)) - x]° — f 1. xdx
=[(In(x)) - xIz —[x]z = [(In( X)) - x—x];



Sonderfall
j sin( x) cos(x)dx = [sin( x)sin( x)] - j cos(x)sin( X)
zusammenfassen derselben Integrale liefert
2 jsin( x) cos(x)dx = [sin 2 (x)]

jsin( X) cos(x)dx = 1 [sin * (X)]




Substitution

Hier ist die Kettenregel Grundlage
Sei F Stammfkt. von f und g ist diff'bar

HX)=F(g(x) = H'()=F(@()g () =f(@(x)g'X)
[ £(9(0)-g'(x)dx=[F (g’

= F(g(b) - F(9(a) =[F(2)152 = [ (2)dz



_\
Bei der Integration durch Substitution wendet man die folgende Integrationsformel an:
g(b)

J fg(x)-g'®dx= |fz)dz.

g(a)

Bei der Integration durch Substitution der Integrationsvariablen wendet man die

folgende Integrationsformel an:
gb)
J fx)dx = [f(g(V)-g'(Hdt.
g(a)

legrationsregeln

Substitution 24




L
2

Bestimmen Sie _f 1 dx
5 V1 =x2

Losung:

Substitution: X = pit) = sint)

Ableitung: g(t) = egs(t)

Umrechnung der Grenzen: Aus sin(t) =0 folgt t, = 0;
aus sin(t) = % folgt t, = .

Durchfiihrung der Integration:

L 3
6

———.cos(t)dt= [——-cos()dt= [1dt=]t]
0 0

V1 = (sin (1)) cos (1)

tegrationsregeln

—

Substitution

L
g

25




Integralrechnung

Akzente fur den Grundkurs:
Untersuchungen von Wirkungen (Anderungsrate)
Flachenberechnung durch Integration

Akzente fur den Leistungskurs:
Untersuchungen von Wirkungen (Anderungsrate)

Integrationsregeln (partielle Integration,
Substitution)

Flachenberechnung durch Integration

(]2

N



Aufgabenart
Analysis

Bezuge zu den Vorgaben 2009
Inhaltliche Schwerpunkte

Untersuchung von ganzrationalen Funktionen, gebrochen-rationalen
Funktionen einschlieBlich Funktionenscharen, Exponentialfunktionen
und Logarithmusfunktionen mit Ableitungsregeln (Produktregel,

Quotientenregel, Kettenregel) in Sachzusammenhangen
Untersuchungen von Wirkungen (Anderungsrate)

Flachenberechnung durch Integration

http://www.standardsicherung.schulministerium.nrw.de/abitur-gost/fach.php?fach=2



Abiturpriifung 2009
Mathematik, Leistungskurs

Aufgabenstellung

Im Rahmen eines Schulprojektes fiihren Schiilerinnen und Schiiler unterstiitzt durch die Polizei
eine Geschwindigkeitskontrolle durch. Auf einem 6 km langen Stiick LandstraBe werden nach
Kilometer 1, 3 und 6 die Fahrzeiten gemessen. Die Messstrecke beginnt an einem Stoppschild;
die zuldssige Hochstgeschwindigkeit auf der Landstrafe betragt 100 km/h. Thre Messergebnisse
haben die Schiilerinnen und Schiiler in der folgenden Tabelle festgehalten:

Messung am Stoppschild Messung 1 Messung 2 Messung 3
Zeitpunkt ¢ in Minuten 0 1 2 4
Zuriickgelegter Weg s(t) in km 0 1 3 6

Die Funktion s(t) beschreibt den zuriickgelegten Weg
vom Zeitpunkt 0 bis zum Zeitpunkt t.

Die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t ist v(t) und die
Beschleunigung zum Zeitpunkt t wird mit a(t) bezeichnet.

Esgilt: s(t)=v(t) und V'(t)=a(t)

Abiturpriufungsaufgabe 2009

Beispielaufgabe 28

http://www.standardsicherung.schulministerium.nrw.de/abitur-gost/fach.php?fach=2



a) Eine Schiilergruppe hat die Messergebnisse mit einer Gleichung einer ganzrationalen
Funktion dritten Grades s modelliert, die den zuriickgelegten Weg in Abhdngigkeit von
der Zeit beschreibt.

Bestimmen Sie diese Gleichung. (6 Punkte)

[Zur Kontrolle: s(t) = —%rs‘ +t7 4 %[’ ]

b) (1) Geben 5Sie die Gleichung der Geschwindigkeitsfunktion v an und priifen Sie, ob der
Fahrer am Stoppschild tatsachlich gehalten hat.

(2) Prufen Sie, ob er die zulassige Hochstgeschwindigkeit von 100 km/h eingehalten hat.

(3) Geben Sie die Gleichung der Beschleunigungsfunktion a an. Berechnen Sie den
Inhalt der Flache zwischen dem Graphen von a und der t-Achse tiber dem Intervall
[0; 2]. Vergleichen Sie diesen Wert mit dem Wert v(2) und interpretieren Sie die
Differenz. (17 Punkte)

c) (1) Untersuchen Sie, fiir welches beliebige Zeitintervall [k;k+l],k € R, mit der Ldnge

eine Minute die Durchschnittsgeschwindigkeit des Fahrzeugs im betrachteten Mess-

bereich maximal ist.

(2) Bestimmen Sie die Zeitpunkte t; im Intervall [1,5;2,5], fiir die die Momentangeschwin-
digkeit mit der Durchschnittsgeschwindigkeit von 127,5 km/h iibereinstimmt.
(13 Punkte)

Abiturprifungsaufgabe 2009

Beispielaufgabe

http://www.standardsicherung.schulministerium.nrw.de/abitur-gost/fach.php?fach=2
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(3) Die Beschleunigungsfunktion a hat die Gleichung a(t) =v'(t)=—t +2.

Der Graph von a hat eine Nullstelle in ¢ = 2.

Fiir die Fldche zwischen dem Graphen von a und der t-Achse gilt also:

A=[a®de ={(~t+2)d =[—%r2 +2r} =2,
3 3

[
Damit schliefit der Graph von a mit der t-Achse im Intervall [0;2] eine Fliche mit

2 FE ein.

Die Geschwindigkeitsfunktion liefert an der Stelle t = 2 den Wert v(2) = Zé (vel. b(2)).

w12

Mit dem Integral | a(t)dt =2 wird hier die Zunahme der Geschwindigkeit im Zeitraum
0

von t = 0 bis t = 2 berechnet. Da aber das betrachtete Fahrzeug beim Start der Messung

bereits eine Geschwindigkeit von 1/6 Kilometer pro Minute besal, ergibt sich folglich

v(2) = 2£= 2+1.
6 6

Die tatsdchliche Geschwindigkeit ergibt sich in allen Fillen als Summe der Anfangs-

geschwindigkeit bzw. des Anfangswertes und des Wertes des Integrals tiber a im Inter-

vall [0;2].

http://www.standardsicherung.schulministerium.nrw.de/abitur-gost/fach.php?fach=2



Wachsender Umfang von Integrationsinhalten in der Oberstufe

Positive Verstandnisentwicklung des Lehrplans
oder erschwerende Verkomplizierung?

3 mogliche Zugange geben 3 Herangehensweisen an
Schilern die Moéglichkeit sich auf Integration stiften bei schwachen
~ihre Weise™ dem Thema zu Schulern groBere Verwirrung
ndhern (verlieren den Uberblick)

Varianz der Aufgabentypen fuhrt Einschrankung auf eine

erst in die Tiefe des Annaherungsrichtung hilft
Integralbegriffs ein und schafft schwachen Schulern ein Kalkul zu
ein Verstandnis davon entwickeln

= Positive Entwicklung, die zum Verstandnis beitragen kann,
wenn sie Uberlegt und abgewogen zum Einsatz kommt
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