Vierfeldertafel, Baumdiagramm und der AIDS Test

Tests auf das Vorliegen einer Erkrankung haben natiirlich eine ,,Fehlerwahrscheinlichkeit® —
sie konnen eine positive Testreaktion aufweisen, obwohl die Person

gesund ist, oder keine positive Testreaktion zeigen, obwohl die Testperson

krank ist! G IB m
Bei den heutigen AIDS Schnelltests ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine I{ E I N E
positive Testreaktion bei Infizierten 99,9%=0,999 (die sog. ,,Sensitivitat* c H ANCE
des Tests). Nur 0,1%=0,001 der Infizierten werden also irrtiimlich negativ
getestet. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Nichtinfizierter tatsdchlich auch
negativ getestet wird, liegt immerhin bei 99,7% =0,997 (die sog. ,,Spezifitit des Tests). Bei
0,3%=0,003 der Nichtinfizierten ist der Test also irrtiimlich positiv. Man kann davon ausge-
hen, dass aktuell 0,1%=0,001 der deutschen Bevolkerung HIV infiziert sind.

Aufgaben
1. Stelle mit diesen Angaben das Baumdiagramm mit dem Merkmal Infektion/keine Infek-

tion auf der ersten Stufe und Test (+ oder -) auf der zweiten Stufe auf!

Losung: Es macht zuerst Sinn, sich klarzumachen, welche Bedeutung die Zahlen aus dem
Text haben. Namlich: Py(+)=0,999 (sprich: ,,Wahrscheinlichkeit positiv getestet zu werden,
wenn man infiziert ist), Py(-)=0,001,

Pn(+)=0,003 und Px(-) =0,997. Zu-

L"‘]‘-d. (L Y 999 = 0 0po 999
siitzlich: P(1=0,001 und (D) 0010111 = 0000997
P(N)=0,999. Dies sind aber gerade =
die Teilwahrscheinlichkeiten aus dod s\t ==
dem Baumdiagramm (siche Abb. 1). ol 0ooq (- 0 oo 0041
/, )
0003 (5 n ~dal
2. Leite aus dem Baumdiagramm \ i jor \_I) O00299F
die Vierfeldertafel her. Ver- 0,111 73 ;’D"
: : e
wende am besten die Dezimal- \
o 0.9 - :
punktschreibweise (0,999 statt Tt O 6 996003

99,9%). Runde die Zahlen
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,Gesamt-Spalten* nicht. () und Nichtinfiziert (N) auf der ersten Stufe

Losung: Die Pfadwahrscheinlichkeiten (= Produkt der Teilwahrscheinlichkeiten) aus Auf. 1
sind die Eintrége der Vierfeldertafel. Sprich: Die Wahrscheinlichkeit, dass man unter allen
Menschen einen findet, auf den die beiden Merkmale zutreffen.

+ - gesamt

I 0,000999 | 0,000001 | 0,001
N 0,002997 | 0,996003 | 0,999

gesamt | 0,003996 | 0,996004 1




3. Finde nun auch das ,,zweite Baumdiagramm®, d.h. das mit vertauschten Stufen!

Losung: Zuerst miissen wir die Teilwahrscheinlichkeiten fiir die erste Stufe finden. Man kann
sie aus der ,,Gesamt-Spalte fiir ,,+* und ,,-“ (0,003996 und 0,996004) ablesen. Die Pfadwahr-
scheinlichkeiten kennt man eben-
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Mi Aus dem obigen Baum Abbildung 2 Baumdiagramm mit dem Testergebnis
liest man ab: P.(1)=0,25=25%. In auf der ersten Stufe

Worten: die Wahrscheinlichkeit,

infiziert zu sein, wenn man positiv getestet wurde, liegt nur bei 25%!!! Die ,,umgekehrte®
Wabhrscheinlichkeit stand schon im Text: Py(+)=0,999 (sprich: ,,Wahrscheinlichkeit positiv
getestet zu werden, wenn man infiziert ist). Diese beiden dhnlich klingenden Aussagen diirfen
also nicht verwechselt werden.

Kann man dieses verbliiffende Ergebnis eigentlich anschaulich verstehen? Warum ist das
Testergebnis so wenig zuverlédssig? Die Antwort ist eigentlich einfach: der Test macht zwar
nur in 3 Promille der Fille den Fehler, einen Nichtinfizierten positiv zu testen, aber es gibt
(zum Gliick) so viele Nichtinfizierte, dass diese kleine Wahrscheinlichkeit trotzdem zu einem
nennenswerten Effekt fiihrt.

Zusatzaufgabe: Bei einem einmaligen Test sind also 3 von 4 Ergebnissen falsch! Das klingt
etwas entmutigend. Zum Gliick ist bei einem zweiten Test die Verlésslichkeit deutlich hoher.
Die ,,wirklich® infizierten werden wieder positiv getestet werden, die anderen kein (bzw. ge-
nauer: ,.,kaum ein“ ) zweites Mal ,,Pech* haben. Konkret: Mit welcher Wahrscheinlichkeit
ist man infiziert, wenn man zwei Mal positiv getestet wurde?

1. Losung: Stellen wir uns 1000 Personen mit einem positiven Test vor. Im Schnitt ist er bei
750 irrtiimlich. Also gilt bei einem zweiten Test: 0,003-750=2,25 Personen werden erneut
irrttimlich positiv getestet. AuBerdem: 250 - 0,999=249,75 werden erneut korrekt positiv ge-
testet. Insgesamt haben wir also 249,75+2,25=252 positive Tests. Macht einen Bruchteil von
249,75/252~0,991 von Infizierten, die zweimal positiv getestet wurden und einen Bruchteil
von 2,25/252~0,009 von Nichtinfizierten, die zwei Mal positiv gestestet werden. Symbolisch
P.(1)=0,991 bzw. P,(N)=0,009. Das ist erfreulich (zur Erinnerung: P+(N)=0,75!). Der zwei-
te Test driickt die Irrtumswahrscheinlichkeit also von 75% auf unter 1 Prozent (Ein dritter
Test wiirde das Ergebnis schlieBlich iiber jeden verniinftigen Zweifel erhaben machen).



2. Losung: Die Zusatzaufgabe haben wir nun ,,0hne ein Baumdiagramm* gelost. Natiirlich
kann man das auch mit dieser Methode machen. Dazu muss der Baum aus Abbildung 2 ein-
fach weitergezeichnet werden. Siehe die folgende Abbildung. An die dritte Stufe trdgt man
einfach die Teilwahrscheinlichkeiten aus dem Text (bzw. der Abb. 1) ein. Man kennt schlie3-
lich die Wahrscheinlichkeit, mit der ein (Nicht-)Infizierter positiv(oder negativ) getestet wird:

o{ M g 0,000998001 -
0!2_5 @ o/ @ /()4
) 60
0,003%%6 @/0/%, \‘@ 0, 000000094
£ 0003
T @D  o00008494 = p,

6,002 788
qoooooo?

8 00000004

q’ Q93 00¢

0,00298¢

Wie berechnet man damit die gesuchte Irrtumswahrscheinlichkeit? Nun, man erkennt, dass es
zwei Pfade gibt, bei denen es beide Male zu positiven Tests kommt. Bei p; ist ein Infizierter
betroffen und bei p, ein Nichtinfizierter. Insgesamt also bei einem Bruchteil von
p1tp2~0,001006992. Mit pi/( p1+p2) =0,991=99,1% berechnet man also den Bruchteil der
Infizierten, die doppelt positiv getestet wurden. Mit p»/( pi+p2) =0,009=0,9% den Bruchteil
der Nichtinfizierten mit doppelt positiven Tests. Hinweis: Bei dieser Rechnerei muss man
viele Nachkommastellen mitnehmen, obwohl die Genauigkeit der Ausgangsangaben natiirlich
gar nicht so hoch ist...



